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1. ДИНАМИКА ЧАСТИЦ, ВТОРОЙ ЗАКОН НЬЮТОНА 

В предыдущей главе мы рассматривали частный случай второго 

закона Ньютона, в котором ускорение равно нулю. В общем случае 

это, разумеется не так. 

ДИНАМИКА – это раздел теоретической механики, в рамках 

которого изучаются взаимосвязи между приложенными силами и 

кинематическими характеристиками частиц или тел. 

Метод решения задач по динамики частицы основан на исполь-

зовании векторного равенства 

                                        amF  ,                                               (1) 

а также методов статики и кинематики. 

ПРИМЕР 1. Рассмотрим массивное тело, которое движется 

вверх с начальной скоростью 0v  из положения 0y . 

Определить время, за которое тело достигнет своей 

верхней точки, и расстояние до неё. При численных 

расчётов взять 50 t  с; 20 y  м; 70 v  м/с; 10g  м/с
2
. 

Направим ось координат в туже сторону, что и 

предполагаемое движение тела. По аналогии с задачами 

статики укажем все силы, которые действуют на это те-

ло. В нашем случае это одна сила тяжести gmP  . 

Запишем второй закон Ньютона в векторной форме: amF  . 

Спроектируем его на ось координат: agamP  . Таким 

образом, в вакууме тело движется замедленно с ускорением свобод-

ного падения. 

Используя методику решения задач кинематики, найдём выра-

жение для скорости: 
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Затем найдём выражение для перемещения: 

 
– рисунок 1 
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Так как тело движется вверх, то в некоторый момент времени 

оно остановится, его скорость будет равна нулю. Тогда время опре-

делится как 0
0
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Подставим сюда числовые данные:  
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ПРИМЕР 2. Неподвижное тело весом 50 кг располагается на 

наклонной в 20
ο
 шероховатой поверхности с коэффициентом трения 

3,0 . На тело действует сила 400T  Н под уг-

лом в 30° к поверхности. Определить скорость 

тела через 3 с после старта. 

Направим оси координат в ту же сторону, что 

и предполагаемое движение тела: вправо и вверх. 

По аналогии с задачами статики укажем все си-

лы, которые действуют на это тело. В нашем слу-

чае это сила тяжести 500 gmP  Н, сила тяги 

400T  Н, реакция опоры N H и сила трения NQ   Н. 

Запишем второй закон Ньютона в векторной форме: amF  , 

где F – это равнодействующая всех сил, которые действуют на тело. 

Спроектируем векторное равенство на оси координат. 
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Так как движения вдоль оси Оу нет, то ускорение 0ya . Тогда 

из второго уравнения 8463,269N , а из первого – 8889,1xa . 

Найдём выражение для скорости: 
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ПРИМЕР 3. Ползун массой 2 кг перемещается из состояния по-

коя вдоль гладкой вертикальной направляющей 

из точки «А» в точку «С». Для управления скоро-

стью движения используют пружину с жёстко-

стью 3k  Н/м. Определить ускорение и реакцию 

направляющей опоры в точке «С», если расстоя-

ние 75,0AB  м, а 1AC  м.  

Укажем силы, которые будут приложены к 

ползуну в точке «С». В нашем случае это сила упругости пружины 

BCskT  , сила тяжести 20P  H, сила реакции направляющей N.  

Направим вертикальную ось координат в ту же сторону, что и 

предполагаемое движение тела – вниз, а горизонтальную – вправо.  

Спроектируем векторное равенство на оси координат. 
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Так как движения вдоль оси Оx нет, то ускорение 0xa . 

Найдём угол  :  8699,3675,0)(tg
AC

AB
. 

Найдём длину растянутой пружины: 2222 25,175,01 BC . 

Найдём деформацию пружины: 5,075,025,1 BCs  м. 

Тогда из второго уравнения получим реакцию направляющей 

9,0)sin(3  BCsN  Н, а из первого уравнения – ускорение пол-

зуна 4,910)cos(5,1  BCy sa  м/с
2
. 
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Отметим здесь, что если бы мы хотели определить скорость 

ползуна, то нам пришлось бы решать весьма сложное дифференци-

альное уравнение. В этом как раз и заключается недостаток методов 

решения задач динамики, основанный на непосредственном приме-

нении второго закона Ньютона.  
 

ПРИМЕР 4. Тело «А» массой 100 кг дви-

жется из состояния покоя. Определить скоро-

сти тела «В» массой 20 кг и тела «А»  через 2 

секунды после начала движения.  

Напрямую применить формулу второго 

закона Ньютона к исходной схеме полиспаста 

нельзя. Поэтому разобьём всю конструкцию 

на части: «А», «В», «С». 

Тело «А»: AAA amPQ  . Тело «B»: BBB amPT  .  

Тело «C»: AC amQTT  . 

Так как масса блока «С» равна нулю, то TQ  2 . Получим си-

стему из двух уравнений: AAA amPT 2 ; BBB amPT  .  

Взаимосвязь между ускорениями определим, исходя из кинема-

тики плоского движения: ABAB aavv  22 .  

После подстановки числовых значений система примет вид 
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Скорости блоков «А» и «В» определим по аналогии  

с ПРИМЕРОМ 2: 

6667,623333,33333,3
2
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
 

БЛОК Д1. ДИНАМИКА: ВТОРОЙ ЗАКОН НЬЮТОНА 
 

Задача 1. На вал диаметром 20 см намотана верёвка, к свободному 

концу которой подвешен груз весом 800 Н. Угловая скорость вра-

щения вала t 30  1/с. Определить натяжение верёвки, когда 

груз поднимается и опускается. 

Ответ: а) 1040 Н, б) 560 Н. 
 

Задача 2. На тело массой 10 кг действуют силы, 

указанные на рисунке. Определить скорость и 

перемещение через 2 секунды после начала дви-

жения, если начальная скорость равна нулю. Ве-

личины сил: 500Q  H, 300T  H, tS  20  H. 

Угол   такой, что 8,0)cos(  . 

Ответ: a) 20v  м/с; 20s  м.  б) 2,3v  м/с; 136,2s  м. 
 

Задача 3. Из кабины вертолёта во время его движения вверх со 

скоростью 10 м/с на высоте 200 метров от поверхности Земли вы-

брошен груз без начальной относительной скорости. Определить 

скорость и время при приземлении груза. 

Ответ: 639,63v  м/с; 364,7t  с. 
 

Задача 4. На тело массой 10 кг действуют си-

лы, указанные на рисунке. Определить скорость 

после перемещения на 8 метров после начала 

движения, если начальная скорость равна 3 м/с. 

Величины сил: 40Q  H, 30T  H, 200G  H, 

sS  5,2  H.  

Ответ: a) 5v  м/с; б) 5v  м/с. 
 

Задача 5. Кран поднимает груз весом 2,5 тонны вертикально вверх с 

помощью силы 
2328 sF   кН. Определить скорость груза после 

перемещения на 3 метра? 

Ответ: 692,5v  м/с. 
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Задача 6. Из орудия, которое стоит на горе, вылетает снаряд в го-

ризонтальном направлении с начальной скоростью 800 м/с. Опре-

делить высоту горы, если цель находилась на расстоянии 8 км по 

горизонтали? 

Ответ: 10T  с; 500H  м.  
 

Задача 7. Ползун массой 10 кг сдвинут вправо на 

расстояние 4BC  м. Определить начальное 

ускорение ползуна при движении его влево. Дли-

на пружины до деформации равна 1 метр, коэф-

фициент жёсткости 10k  Н/м, расстояние 

3AB  м.  

Ответ: 2,3a  м/с
2
. 

 

Задача 8. Под каким углом к горизонту надо выстрелить из орудия, 

поставленного в начале координат, чтобы попасть в цель. Коорди-

наты цели: 1x  км, 5,0y  км. Начальная скорость 1000 м/с. Также 

определить время долёта. 

Ответ:  8676,261 ,  713,892 , 121,11 T , 497,1992 T .  
 

Задача 9. Лебёдка поднимает тело массой 20 кг с помощью каната 

по наклонной (  30 ) шероховатой ( 3,0 ) поверхности. Опре-

делить натяжение каната после первых 3 секунд движения, если  

оно прошло расстояние 6 метров из состояния покоя. 

Ответ:  628,178T   H. 
 

Задача 10. Пружина жёсткостью 500 Н/м свя-

зана с телом массой 10 кг. На тело действует 

внешняя сила 500T  Н. Определить скорость 

тела после перемещения на 0,5 м. Движение 

началось из состояния покоя, пружина была не-

деформированная. Угол   такой, что 

8,0)cos(  . 

Ответ: 244,5v  м/с, 873,3v  м/с. 
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Задача 11. На тело массой 50 кг, которое стоит на горизонтальной 

шероховатой ( 3,0 ) поверхности, действует сила 5,1100 tF   H. 

Определить скорость и перемещения тела через 5 секунд после 

начала движения. 

Ответ: 3877,50s  м; 7214,29v  м/с. 

Задача 12. Тело массой 60 кг движется по 

наклонной шероховатой поверхности. Началь-

ная скорость 2 м/с. Коэффициент трения 0,2. 

Определить все кинематические параметры 

движения тела, если 5AB  м, 5,2BC  м.  

Ответ: 2412,1Bt  c, 0564,6Bv  м/с; 

4664,0Dt  c, 4462,2CD , м;  3101,9Dv  м/с. 

Задача 13. Тело массой 2 кг, брошенное вверх со скорость 20 м/с, 

испытывает сопротивление воздуха, которе равно vR  4,0  Н. 

Найти, через сколько секунд тело достигнет наивысшего 

положения.  

Ответ: 71,1t  c. 

Задача 14. Тело массой 10
7
 кг движется со скоростью 16 м/с. Со-

противление среды 25103 vR   Н. Корабль достиг скорости 

4 м/с. Найти пройденный путь и затраченное время. 

Ответ: 2,46S  м, 25,6T  с. 

Задача 15. Тело массой 5105,1 m  кг преодолевает сопротивление 

среды 21200 vR   Н. Сила тяги равна  
33

1102,1 6 vT   Н. 

Найти скорость движения и пройденный путь тела через 1 и 10 се-

кунд, если 20 v  м/с. 

Ответ: 739,21 v  м/с и 444,810 v  м/с. 

      365,21 s  м и 886,5310 s  м. 

Задача 16. Частица, брошенная с начальной скоростью 2 м/с под 

углом 60
о
 к горизонту, движется под действием силы тяжести и со-

противления среды vR  125,0 . Определить максимальную высоту 

подъёма и пройденный путь до него. Определить координаты ча-

стицы в момент времени 324529,0t  с. 

Ответ: 131,0H  м, 1424,0S  м, 2664,0x  м, 0,0y  м.  
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2. ДИНАМИКА ЧАСТИЦ, ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

 

Недостаток непосредственного использования второго закона 

Ньютона при решении задач динамики связан с необходимостью 

решать дифференциальные уравнения первого или второго поряд-

ков. В большинстве случаев сделать это в аналитической форме за-

труднительно. Поэтому были изобретены многочисленные методы 

численного решения дифференциальных уравнений. Их недостаток 

заключается в необходимом использовании какого-либо расчётного 

программного комплекса для увеличения скорости расчётов.  

Альтернативой этому подходу является разработка методов, ко-

торые бы использовали не всё движение в целом, а лишь отдельные 

значения каких-либо динамических характеристик механического 

воздействия и вызванного им движения частицы или тела. 

Принципиально возможны лишь две такие характеристики, свя-

занные либо с пространством, либо со временем.  

Рассмотрим первую, пространственную 

характеристику. Пусть частица движется по 

криволинейной траектории. Рассмотрим каса-

тельное силовое воздействие на неё и беско-

нечно малое перемещение вдоль касательной к 

траектории. 

 dsamdsFamFamF kkkk  

                    dvvmdsFds
dt

dv
mdsF kk   

                                                              dvvmdsF  cos . 

Величина, которая стоит в левой части равенства, получила 

название элементарной работы силы при элементарном перемеще-

нии, а величина из правой части – элементарной кинетической 

энергии, которую накопит тело при движении с заданной скоростью 

на элементарном перемещении. 

Проинтегрируем последнее равенство при условии, что 

11)( vsv   и 22)( vsv  : 

 
– рисунок 5 
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1

2

1

2

1

2

1
2

cos
2

v

v

s

s
yx

v

v

s

s

vm
dyFdxFdvvmdsF


   

Получили теорему об изменении кинетической энергии тела, 

которая в общем случае имеет вид 

                                       EEA
k

k .                                                (2) 

 

ПРИМЕР 5. Тело массой 1000 кг начало двигаться вниз со ско-

ростью 20 м/с по наклонной шероховатой поверхности с углом 

наклона  10  и коэффициентом трения 

5,0 . Определить пройденный путь до 

остановки, ускорение и силу торможения. 

Найдём изменение кинетической энергии: 

200000
22

22







 


vmvm
EE , Дж. 

Найдём работу всех сил, которые дей-

ствуют на тело: 

Сила тяжести: ssPAP  4818,1736)cos( , Дж; 

Сила трения: ssPsQAQ  0388,4924)sin( , Дж. 

Сумма всех сил: sAAA QP
k

k  557,3187 , Дж. 

Из уравнения (2) получаем, что перемещение до остановки рав-

но 744,62200000557,3187   ssEEA
k

k , м. 

Теперь запишем выражение (2) в общем виде и продифферен-

цируем его: 

 
2500557,3187 vsEEA

k
k  

1876,32500557,3187  aavv  м/с
2
. 

 

ПРИМЕР 6. Ползун массой 2 кг перемещается из состояния по-

коя вдоль гладкой вертикальной направляющей из точки «А» в точ-

ку «С». Для управления скоростью движения используют пружину с 

 
– рисунок 6 
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жёсткостью 3k  Н/м. Определить ускорение и 

реакцию направляющей опоры в точке «С», если 

расстояние 75,0AB  м, а 1AC  м.  

Укажем силы, которые будут приложены к 

ползуну в точке «С». В нашем случае это сила 

упругости пружины BCskT  , сила тяжести 

20P  H, сила реакции направляющей N. 

Найдём изменение кинетической энергии: 

2
22

22
v

vmvm
EE 





 

 , Дж. 

Найдём работу всех сил, которые действуют на тело: 

Сила тяжести: hhPAP  20 , Дж; 

Сила упругости: 
2

)(

2

222 hABksk
AT





 , Дж. 

Сумма всех сил: )(5,120 22 hABhAAA TP
k

k  , Дж. 

Найдём производные от левой и правой частей теоремы: 

5,85,1102320  haavvhv  м/с
2
. 

Таким образом, получили значение ускорения меньшее, чем в 

предыдущем решении. Вопрос: какое решение правильное и где 

ошибка? 
 

Рассмотрим вторую, временнУю характеристику. Пусть части-

ца движется по криволинейной траектории. Рассмотрим силовое 

воздействие на неё за бесконечно малый промежуток времени. 

dvmdtFdtamdtFamF  .  

Величина, которая стоит в левой части равенства, получила 

название элементарный импульс силы за элементарный промежу-

ток времени, а величина из правой части – элементарное количе-

ство движения, которое совершит тело при движении с заданной 

скоростью за элементарный промежуток времени. 

Проинтегрируем последнее равенство при условии, что 11)( vtv   

и 22)( vtv  : 

 
– рисунок 7 
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2

1

2

1

2

1

2

1

v

v

t

t

v

v

t

t

vmdtFdvmdtF   . 

Получили теорему об изменении количества движения тела, ко-

торая в общем случае имеет вид 

                                             QQS
k

k .                                         (3) 

 

ПРИМЕР 7. Тело массой 100 кг находится в состоянии покоя на 

гладкой поверхности. Пусть к нему прикладывают 

силу 200T  Н под углом  45  в течение 10 се-

кунд. Определить скорость и реакцию опоры в кон-

це временного интервала. Используя теорему об из-

менении кинетической энергии, определить ускоре-

ние и пройденный путь за это время. 

Разложим векторное равенство (3) на компоненты: 

)()()45cos( 12
  xx vvmttT , 

  )()()45sin( 12
  yy vvmttTPN . 

Тогда из первого равенства найдём скорость:  

                                            14,14
)()45cos( 12 







m

ttT
v   м/c, 

а из второго найдём реакцию опоры: 

                                 6,858)45sin(
)(

)(

12





 



TP
tt

vvm
N

yy
 Н. 

Найдём пройденное расстояние: 

7,70
2

)45cos(
2




 
 s

vm
sTEEA

k
k  м. 

Найдём пройденное расстояние: 




 


2
)45cos(

2vm
sTEEA

k
k  

                                                      412,1)45cos(   aavmvT  м/с
2
. 

 

 

 

 
– рисунок 8 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
 

БЛОК Д2. ДИНАМИКА: ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

 

Задача 1. Кран поднимает груз весом 2,5 тонны вертикально вверх с 

помощью силы 2328 sF   кН. Определить скорость груза после 

перемещения на 3 метра? 

Ответ: 692,5v  м/с. 
 

Задача 2. Лебёдка поднимает тело массой 20 кг с помощью каната 

по наклонной (  30 ) шероховатой ( 3,0 ) поверхности. Опре-

делить скорость тела после перемещения на 10 метров, если сила 

натяжения каната – 300 Н. Ответ: 169,17v   м/с 
 

Задача 3. Пружина жёсткостью 500 Н/м связа-

на с телом массой 10 кг. На тело действует 

внешняя сила 500T  Н. Определить скорость 

тела после перемещения на 0,5 м. Движение 

началось из состояния покоя, пружина была не-

деформированная. Угол   такой, что 

8,0)cos(  . 

Ответ: 244,5v  м/с, 873,3v  м/с. 
 

Задача 4. Груз массой 10 кг двигается вниз по гладкой поверхности 

под действием внешней силы 100F  Н. Торможе-

ние тела осуществляется с помощью пружины с ко-

эффициентом упругости 200k  Н/м. Определить 

пройденный путь до остановки, если начальная ско-

рость была равна 5 м/с, а пружина была недеформи-

рованная.  

Ответ: 096,2s  м. 

Задача 5. Тело массой 60 кг движется по наклон-

ной шероховатой поверхности. Начальная скорость 

2 м/с. Коэффициент трения 0,2. Определить скоро-

сти в точках «В» и «D», если 5AB  м, 5,2BC  м.  

Ответ: 0564,6Bv  м/с; 3101,9Dv  м/с. 
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Задача 6. Тело «А» массой 100 кг движется из состоя-

ния покоя. Определить скорости тела «В» массой 20 кг 

и тела «А» через 2 секунды после начала движения. 

Ответ: 6667,6Av  м/с; 3334,13Bv  м/с. 

Задача 7. На тело массой 25 кг действует сила 220 tF   Н, парал-

лельная плоскости движения тела. Определить скорость тела через 

4 секунды после начала движения, если коэффициент трения 

3,0 . 

Ответ: 0667,5v  м/с. 

Задача 8. На тело массой 200 кг воздействует через блок сила 
2/1400 tT   Н. Определить скорость тела че-

рез 4 секунды, если коэффициент трения равен 

3,0 . 

Ответ: 3333,9v   м/с. 

Задача 9. Ползун массой 20 кг перемеща-

ется вдоль направляющей «АВ» под дей-

ствием силы 700Q  H, направленной под 

углом  60 . Определить время, в тече-

ние которого скорость увеличится на 2 м/с, 

если коэффициент трения 2,0 , а угол  45 . 

Ответ: а) 391,1t  с; б) 108,0t  c.  

Задача 10. Гвоздь вбивается в стену, которая оказывает сопротив-

ление 700 Н. При каждом ударе молотка гвоздь углубляется в стену 

на длину 0,15 см. Определить массу молотка, если при ударе о 

шляпку гвоздя он имеет скорость 1,5 м/с. 

Ответ: 1,344 кг 

Задача 11. Ползун массой 10 кг сдвинут вправо 

на расстояние 4BC  м. Длина пружины до де-

формации равна 1 метр, коэффициент жёсткости 

10k  Н/м, расстояние 3AB  м. Определить ско-

скорость тела в момент прохождения положения 

равновесия. 

Ответ: 464,3v  м/с. 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 
 

Д-1. ДИНАМИКА ТОЧКИ 
 

Таблица 1 

Группа данных, которая соответствует  

1-й цифре номера зачётной книжки 

0.  1.  

2.  3.  

4.  5.  

6.  7.  

8.  9.  



17 
 

Таблица 2 

Группа данных, которая соответствует  

2-й цифре номера зачётной книжки 

№ m , кг Av , м/с Q, Н R, Н l, м ABt , с xF , Н 

0 2 20 6 v4,0  нет 2,5 )4sin(2 t  

1 2,4 12 6 28,0 v  1,5 нет )4cos(2 t  

2 4,5 24 9 v5,0  нет 3 )2sin(3 t  

3 6 14 22 26,0 v  5 нет )2cos(3 t  

4 1,6 18 4 v4,0  нет 2 )2sin(6 t  

5 8 10 16 25,0 v  4 нет )2cos(6 t  

6 1,8 24 5 v3,0  нет 2 )4sin(8 t  

7 4 12 12 28,0 v  2,5 нет )4cos(8 t  

8 3 22 9 v5,0  нет 3 )2cos(2 t  

9 4,8 10 12 22,0 v  4 нет )4sin(6 t  

 

Груз «D» массой m, получив в точке «А» начальную скорость 

Av , движется в изогнутой трубе, расположенной в вертикальной 

плоскости. 

На участке «АВ» на груз кроме силы тяжести действуют посто-

янная сила Q и сила сопротивления среды R. Трением о стенки тру-

бы пренебрегаем. 

В точке «В» груз, не меняя своей скорости, переходит в участок 

«ВС», где помимо силы тяжести действует сила трения с коэффици-

ентом 2,0  и переменная сила )(tFF  . 

Считая груз материальной точкой и зная расстояние lAB   или 

время ABt  движения груза от точки «А» до точки «В», найти все ки-

нематические характеристики на участке «AВ» в момент прохожде-

ния точки «В» и на участке «ВС» через 2 секунды после прохожде-

ния точки «В».    
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ОБРАЗЕЦ РЕШЕНИЯ. Масса 2m  кг; сила сопротивления 
24,0 vR  , Н; начальная скорость 5Av  м/с; 

длина первого отрезка пути 5,2l  м; активная 

сила )4sin(16 tF  , Н, угол  30 , сила 

трения с коэффициентом 2,0 . 

Рассмотрим участок «АВ». Запишем для 

него второй закон Ньютона: PRam  . Так 

как тело движется вниз, то направим ось «Oz» 

так же вниз. Спроектируем векторное равен-

ство на ось, получим дифференциальное урав-

нение и решим его: 

t
v

tv

t
v

v
dt

v

dv
v

dt

dv
0

5
5,1

05
2

2

25

25
ln

2

1

2,010
204,02 







   

Мы не можем воспользоваться последним выражением, так как 

не известен момент времени ABt , когда тело «D» проходит точку 

«В», а значит, мы не можем найти скорость Bv . 

Перейдём от функции )(tvv   к функции )(zvv   по формулам 

v
dz

dv

dt

dz

dz

dv

dt

dv
a  . Воспользуемся второй из них. 





 

zv

dz
v

dvv
v

dz

dv
v

05
2

2

4,020

2
204,02  

zvzv
zv

 7565,54,020ln5,24,020ln5,2 2

05

2 . 

Зная, что длина первого отрезка пути 5,2l  м, найдём скорость 

тела «D» в момент прохождения точки «B», решив уравнение 

38771,65,27565,54,020ln5,2 2  BB vv  м/с.  

Теперь, зная эту скорость, можно найти время, за которое тело 

«D» прошло отрезок «АВ»: 23282,4
25

25
ln

2

1
0

5
5,1





 B

t
v

tt
v

v
B

B

. 

Рассмотрим участок «ВС». Запишем для него второй закон 

Ньютона:  FFPNam . Так как тело движется вниз, то 

 
– рисунок ИДЗ_Д-1_1 
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направим ось «Ox» также вниз. Спроектируем векторное равенство 

на оси координат, получим два дифференциальных уравнения: 

NPF
dt

dv
m x   )60cos( , )30cos(  PN

dt

dv
m

y
. 

Так как движения вдоль оси «Оу» нет, то 0
dt

dvy
 и как след-

ствие 3205,17)30cos(  PN  H. 

С учётом этой информации решим первое уравнение: 

   dttdvt
dt

dv
x

x 268,3)4sin(8536,6)4sin(162  

   
tv

v
x dttdv

B 0

268,3)4sin(8  

                                                                                
t

B ttvv
0

268,3)4cos(2  

Bvttv  2268,3)4cos(2 . 

Далее найдём выражение для пройденного пути: 

 38771,8268,3)4cos(2 tt
dt

dx
 

                                                          dtttdx 38771,8268,3)4cos(2  

   
ts

dtttdx
00

38771,8268,3)4cos(2  

                                                                  ttts  38771,8634,1)4sin(5,0 2
. 

По условию тело «D» двигалось 2 секунды после прохождения 

точки «В». Тогда 

            2147,1538771,8268,3)4cos(2
22


 tt
ttv  м/с. 

 

       8167,2238771,8634,1)4sin(5,0
2

2

2


 tt
ttts  м. 

 

Применим две основные разобранные теоремы для проверки 

правильности сделанных расчётов.  

Рассмотрим участок «АВ». Применим теорему об изменении 

кинетической энергии.  

Найдём работу каждой из двух сил: 
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50 ABP sgmhPA , Дж. 

   


5,2

0

)4,03026,2(
5,2

0

20)( dzedzzRA z
R  

1967,340004,251971,5920
4,0

1
5,2

0

)4,03026,2(   ze z , Дж. 

Тогда общая работа 8033,15 RP AAA , Дж. 

Найдём изменение кинетической энергии движения: 

8028,15
22

22
22







 
 ABE vv

vmvm
EE , Дж. 

Погрешность расчётов составила 4105  AE , Дж. 

Рассмотрим участок «ВС». Применим теорему об изменении 

количества движения. 

Найдём импульс каждой из сил: 

5820,4)4cos(4)4sin(16)(
2

0

2

0

2

0

  tdttdttFSF , 

20)60cos()60cos(   tgmtPSP , 

9282,6)60sin(  
 tgmtFS . 

Найдём общий импульс: 

6538,17 SSSS PF . 

Найдём изменение количества движения: 

6540,17)(   BCQ vvmvmvmQQ . 

Погрешность расчётов составила 
4102  SQ . 

Таким образом, основной расчёт сделан верно. 
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4. ДИНАМИКА ТВЁРДОГО ТЕЛА 

 

В предыдущих двух разделах мы рассматривали динамику од-

ной частицы, даже в том случае, когда эти частицы были объедине-

ны в систему. При этом мы пренебрегали многими аспектами: фор-

мой тел, детальной кинематикой тел, внутренними процессами, ко-

торые происходили внутри тела или системы тел. 

По аналогии с динамикой точки и опираясь на знание о кинема-

тике движения тела можно записать дифференциальные уравнения 

движения тела: 

а) поступательное движение тела: 

                                                 CamF  ,                                           (4) 

б) вращательное движение тела вокруг неподвижной оси «О»: 

                             
2

2

dt

d
I

dt

d
IIM OOOO





 ,                          (5) 

в) плоское движение тела 

                                      CamF  ,  

                                                                                                                (6) 

                        
2

2

dt

d
I

dt

d
IIM CCCC





 . 

где «O» – неподвижная ось вращения тела; «С» – центр масс тела;  F 

– главный вектор внешних сил, которые действуют на тело; М – 

главный момент всех сил, которые действуют на тело, относительно 

оси вращения; IС – момент инерции тела относительно оси враще-

ния. 

 

Рассмотрим отдельно вопрос геометрических характеристик 

плоских тел (пластин), к которым относятся центр масс и момент 

инерции. Дадим соответствующие определения и способы их расчё-

та. 

Статические моменты площади пластины относительно осей 

координат определяются по формулам 

                               
A

y
A

x xdASydAS , ,                                  (7) 
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где yx,  – координаты точек тела относительно выбранных осей ко-

ординат. 

Получим конкретные расчётные формулы статических момен-

тов площади для основных плоских фигур  

а) Прямоугольник:  

2

2

00

ba
ydydxydxdyydAS

ba

AA
x


  , 

                                                  
2

2

00

ba
dyxdxxdxdyxdAS

ba

AA
y


  . 

б) Прямоугольный треугольник: 

63

)(

2
)(

2

2

2

0

3

2

2

0

2

2

2

)(

0

2

0

)(

00

ahxa

a

h
dxxa

a

h

y
dxydydxydxdyydAS

a
a

a

xah

aa

xah

a

AA
x







































, 

                          

63

)(

2
)(

2

2

2

0

3

2

2

0

2

2

2

)(

0

2

0

)(

00

hayh

h

a
dyyh

h

a

x
dyxdxdyxdxdyxdAS

h
h

h

yha

hh

yha

h

AA
y







































. 

в) сектор круга: 

0)sin()sin(
0

2   




R

AA
x ddrrrdrdxrydAS , 

     

 

3

)sin(2

)sin()cos()cos(

3

0

2

0

2




  







R

drrddrrrdrdxrxdAS
RR

AA
y

. 

Получим формулы расчёта статических моментов относительно 

осей параллельных данным: 
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AdSdAdydAdAdydAS x
AAAA

   )( , 

AdSdAdxdAdAdxdAS y
AAAA

   )( . 

Таким образом, получаем первую группу 

формул Штайнера: 

AdSS x   ,  AdSS y   ,     (8) 

где  dd ,  – координаты точки «О1» относи-

тельно точки «О»: ),(1  ddO . 

 

ПРИМЕР 8. Рассчитать статический мо-

мент относительно центральных осей прямо-

угольника двумя способами: непосредственно 

по формулам (7) и по формулам (8). 

РЕШЕНИЕ. По формулам (7):  

0
2

2

2

2

 




b

b

a

aAA

dddddAS , 

                                                  0
2

2

2

2

 




b

b

a

aAA

dddddAS . 

По формулам (8): 0
22

2




  ba
bba

AdSS x ; 

                                                   0
22

2




  ba
aba

AdSS y . 

Из всего многообразия параллельных осей можно выделить од-

ну, относительно которой статический момент площади будет равен 

нулю. Пересечение этих осей определит точку – центр масс пласти-

ны. Таким образом, из формул (8) получим 

                          AyS Cx  ,  AxS Cy  ,                                   (9) 

где CC yx ,  – координаты точки «С» относительно старой системы 

координат. 

Сгруппируем расчётные формулы для статических моментов и 

центра масс основных типов фигур в таблице: 

 
– рисунок 9 

 
– рисунок 10 
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Таблица 1 

Геометрические характеристики основных фигур 

 

2

2ba
Sx


 , 

2

2 ba
S y


 . 

2
,

2
byax CC   

 

6

2 ah
Sx


 , 

6

2 ha
Sx


 , 

3
,

3
hyax CC   

 
0xS , 

3

)sin(2 3 


R
S y , 






3

)sin(2
,0

R
yx CC  

 

В случае сложной составной пластины координаты её центра 

масс определяются по формулам 

n

nn
C

AA

AxAx
x






...

...

1

11 , 
n

nn
C

AA

AyAy
y






...

...

1

11 ,               (10) 

где kk yx ,  – координаты центра масс частей пластины; kA  – площа-

ди частей тела. 

 

ПРИМЕР 9. Найти координаты центра масс 

пластины, которая показана на чертеже (рис. 11).  

Найдём площадь и координаты центра масс 

всей пластины:  

3201620 БA  см
2
; 8Бx  см; 10Бy  см. 

Найдём площадь и координаты центра масс 

четверти (сектора) круга: 

6349,19
4

52




СA  см
2
; 

454,13)45cos(
3

)45sin(462
16 




 



Сx  см; 

 
– рисунок 11 
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                                454,14)45cos(
3

)45sin(462
20 




 



Сy см. 

Найдём площадь и координаты центра масс треугольника: 

18
2

66



TA  см

2
; 14

3

6
16 Tx  см; 2

3

6
Ty см. 

Найдём координаты центра масс пластины 

238,7





TCБ

TTССББ
C

AAA

AxAxAx
x , см, 

                                           2,10





TCБ

TTССББ
C

AAA

AyAyAy
y , см. 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
 

БЛОК Д3. СТАТИЧЕСКИЕ МОМЕНТЫ И КООРДИНАТЫ 

ЦЕНТРА МАСС 
 

Задача 1. Найти центры масс пластин. 

а)    б)    в)  

Ответ: а) 5Cx , 391,7Cy ; б) 5Cx , 5Cy ; в) 5,2Cx , 94,8Cy  

Задача 2. Найти статические моменты пластин. 

а)          б)          в)  

Ответ: а) 0yS , 25,26xS ; б) 0yS , 20xS ;  в) 72yS , 20xS  
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Задача 3. Найти статические моменты и центры масс пластин. 

а)  б)  в)  

Ответ: а) 45,3Cx , 17,12Cy ; б) 65,4Cx , 50,0Cy ;  

                                                                                         в) 2,5Cx , 94,2Cy  

          а) 4000yS , 14000xS ; б) 61,27yS , 99,2xS ; 

                                                                                           в) 13yS , 36xS  

 

Осевые моменты площади пластины относительно осей коорди-

нат определяются по формулам 

                             
A

y
A

x dAxdAy 22 , .                             (11) 

Полярный момент инерции (относительно оси, перпендикуляр-

ной к плоскости пластины) определяется по формуле 

                              yx
A

dA  
2                                     (12) 

Получим формулы расчёта моментов инерции для основных 

плоских фигур из таблицы 1:  

а) Прямоугольник:  

3

3

0

2

0

22 ba
dyydxdxdyydAy

ba

AA
x


  , 

                         
3

3

00

222 ba
dydxxdxdyxdAx

ba

AA
y


  , 

                                                 
 
3

22
2 abba
dA yx

A


  . 

б) Прямоугольный треугольник: 
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84

)(

2
)(

3

3

3

0

4

3

3

0

3

3

3

)(

0

3

0

)(

0

2

0

22

ahxa

a

h
dxxa

a

h

y
dxdyydxdxdyydAy

a
a

a

xah

aa

xah

a

AA
x







































, 

      

84

)(

2
)(

3

3

3

0

4

3

3

0

3

3

3

)(

0

3

0

)(

0

2

0

22

hayh

h

a
dyyh

h

a

x
dydxxdydxdyxdAx

h
h

h

yha

hh

yha

h

AA
y







































. 

                                                 
 
8

22
2 ahha
dA yx

A


  . 

в) сектор круга: 






 


  




2

)2sin(

4

)(sin)(sin

4

0

23222

R

ddrrrdrdxrdAy
R

AA
x

, 

                     






 


  




2

)2sin(

4

)(cos)(cos

4

0

23222

R

ddrrrdrdxrdAx
R

AA
y

. 

                                                             
2

4
2 R
dA yx

A


  . 

Получим формулы расчёта моментов инерции относительно 

осей параллельных данным: 

,2

2)(

2

2222

AdSd

dAdydAddAydAdydA

xx

AAAAA



 




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.2

2)(

2

2222

AdSd

dAdxdAddAxdAdxdA

yy

AAAAA



  





 

В частном случае, когда старые оси проходят через центр масс, 

статические моменты площадей относительно них будут равны ну-

лю. Таким образом, получаем вторую группу формул Штайнера: 

                 AyСxC


2
, AxCyC


2

,                      (13) 

где 22 , CC yx  – квадраты расстояний между осями. 
 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
 

БЛОК Д4. МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ ПЛАСТИН 
 

Задача 1. Найти моменты инерции пластин. 

а)            б)            в)  

Задача 2. Найти моменты инерции пластин. 

а)               б)              в)  

Задача 3. Найти моменты инерции пластин. 

а)  б)  в)  
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 
 

Д-2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛАСТИН 
 

Таблица 1. 

Группа данных, которая соответствует 1-й цифре  

номера зачётной книжки 

0. 

 

1. 

 
2. 

 

3. 

 
4. 

 

5. 
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6. 

 

7. 

 
8. 

 

9. 

 
 

Таблица 2 

Группа данных, которая соответствует  

2-й цифре номера зачётной книжки 

№ a b № a B 

0 5,0 4,5 5 4,5 3,5 

1 4,9 4,3 6 4,4 3,3 

2 4,8 4,1 7 4,3 3,1 

3 4,7 3,9 8 4,2 2,9 

4 4,6 3,7 9 4,1 2,7 

 

Определить геометрические характеристики пластин, указанных 

в таблице 1, данные для которых взять в таблице 2. 
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В случае если пластина является однородной и массивной, то в 

формулах моментов инерции площадь можно заменить на массу. В 

частности в рамках динамики часто используется полярный момент 

инерции, формулы которого примут вид: 

а) стержень: 
3

2
2 Lm
dA yx

A
C


  , 

б) круглый диск 
2

2
2 Rm
dA yx

A
D


  , 

в) кольцо. 
      

222

22222244 rRmrRrRrR
K








 . 

В случае если пластина имеет нестандартную форму, которую 

нельзя свести к сумме простейших фигур, то для неё эксперимен-

тально определяется так называемый радиус инерции – расстояние 

до воображаемой точки, в которой сконцентрирована вся масса тела. 

Формула расчёта полярного момента инерции в этом случае имеет 

вид 

                            2 m .                    (14) 

 

ПРИМЕР 10. Натяжения ветвей ремня, ко-

торый приводит во вращение шкив, равны 

40T  Н и 20Q  Н. Параметры шкива: вес 

80P  Н, радиус 3,0r  м, радиус инерции – 

25,0  м. Шкив вращается по направлению ча-

совой стрелки. 

Определить реакции шарнира и угловую скорость через 2 мину-

ты после начала движения. 

В данном примере тело совершает чистое вращательное движе-

ние относительно неподвижной оси «С». 

Момент всех сил, что действуют на тело, равен 

6 rQrTMC , Н. 

Найдём момент инерции относительно центра масс для тела 

сложной формы с известным радиусом инерции 5,0  м: 

5,02  mC , кгм
2
. 

 
– рисунок 12 
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Тогда дифференциальное уравнение имеет вид 







 65,0
dt

d
M

dt

d
CC  

                                           14401212
120

00

120

00






 tdtd , 1/сек. 

Для поиска реакций шарнира необходимо предположить, что 

блок может двигаться с некоторым ускорением. Тогда дифференци-

альные уравнения движения тела имеют вид 
C
xamVQT   30cos30cos , 

C
yamPHQT   30sin30sin . 

Так как точка «С» неподвижна, то ускорение 0Ca , и как след-

ствие реакции шарнира: 

962,5130cos30cos   QTV , Н. 

11030sin30sin   PQTH , Н. 

 

ПРИМЕР 11. Блок массой 50m  кг со сме-

щённым на 15,0d  м центром масс начинает 

вращаться из состояния покоя вокруг шарнира 

«О». Радиус инерции блока 18,0  м. Определить 

реакции шарнира и угловое ускорение блока мо-

мент начала движения.  

В данном примере можно рассмотреть два 

взгляда на движение тела. 

Тело совершает чистое вращательное движение относительно 

неподвижной оси «О». 

Момент всех сил, что действуют на тело, равен 

75 dPMO , Н. 

Найдём момент инерции относительно оси вращения для тела 

сложной формы с известным радиусом инерции 18,0  м по тео-

реме Штайнера: 745,2222  dmmdmCO , кгм
2
. 

Тогда дифференциальное уравнение вращения тела имеет вид 

322,2775745,2  OO M  1/с
2
. 

 
– рисунок 13 
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Для поиска реакций шарнира необходимо предположить, что 

блок может поступательно перемещаться с некоторым ускорением. 

Так как центр масс «С» движется по окружности вокруг оси «О», то 

его ускорение раскладывается на две компоненты: 

02  daC
n  ,  15,0daC

k . 

Тогда дифференциальные уравнения поступательного движения 

тела вместе с центром масс имеют вид: 











5,7

0

PV

H

amF

amF
amF

C
kk

C
nn

C . 

Тогда реакции: 0H , КН;  295,05,7500 V , КН. 

Тело совершает плоское движение вокруг точки «О». 

Момент всех сил, что действуют на тело, относительно центра 

масс равен VdVMC  15,0 , Н. 

Найдём момент инерции относительно центра масс для тела 

сложной формы с известным радиусом инерции 18,0  м:  

62,12  mC , кгм
2
. 

Тогда дифференциальное уравнение вращение вокруг центра 

масс имеет вид: VMCC  15,062,1 . Отсюда угловое 

ускорение 322,27  1/с
2
. Дальнейшие вычисления такие же, как и 

выше. 

 

ПРИМЕР 12. Стержень длиной 3L  м и 

массой 20m  кг вращается по часовой 

стрелке с угловой скоростью 5  1/с под 

действием пары сил с моментом 60M  Нм. 

Определить угловое ускорение стержня в за-

данном положении. 

Применим методику анализа плоского движения тела. 

Для поиска реакций шарнира необходимо предположить, что 

блок может поступательно перемещаться с некоторым ускорением. 

Так как центр масс «С» движется по окружности вокруг оси «О», то 

его ускорение раскладывается на две компоненты: 

5,375,02  LaC
n  ,  5,15,0 LaC

k . 

 
– рисунок 14 
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Тогда дифференциальные уравнения поступательного движения 

тела вместе с центром масс имеют вид: 
















30200

750

30

750

V

H

PV

H

amF

amF
amF

C
kk

C
nn

C . 

Момент всех сил, что действуют на тело, относительно центра 

масс равен 605,15,0  VMLVMC , Н. 

Найдём момент инерции относительно центра масс для стерж-

ня: 15
12

2





Lm

C , кгм
2
. 

Тогда дифференциальное уравнение вращение вокруг центра 

масс имеет вид: 605,115  VMCC .  

Отсюда угловое ускорение 6  1/с
2
 и реакция 20V  Н.  

 

ПРИМЕР 13. Груз весом 100AP  Н, спускаясь по наклонной 

шероховатой поверхности с коэффициентом 

3,0 , приводит в движение барабан весом 

70BP  Н, радиуса 125,0r  м. Определить 

угловое ускорение вращения барабана, ре-

акции его крепёжного шарнира и натяжение 

каната. 

В данном случае имеется система двух взаимосвязанных тел. 

Разобьём её на части, для каждой из которых составим дифференци-

альное уравнение движения.  

Тело «А» совершает поступательное движение. Дифференци-

альное уравнение имеет вид: 

A
yAA

A
xAA

A
yAy

A
xAx

AA
amNP

amFTP

amF

amF
amF
















)60sin(

)60cos(
 

Так как движения вдоль оси «Оу» нет, то 0A
ya , и, как след-

ствие, 6025,86)60sin(  
APN , Н. Тогда величина силы трения 

будет равна 981,25)60sin(  
 APNF , Н. Первое урав-

нение примет вид 
A
xaT  10019,24 . 

Тело «В» совершает чистое вращательное движение.  

 
– рисунок 15 
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Момент всех сил, что действуют на тело, равен 

TrTMC  125,0 , Н. 

Найдём момент инерции относительно центра масс для цилин-

дра с равномерно распределённой массой:  

0547,05,0 2  rmBO , кгм
2
. 

Тогда дифференциальное уравнение имеет вид 

TMOO  125,00547,0 . 

Так как тела «А» и «В» связаны верёвкой, то ускорение A
xa  яв-

ляется касательным ускорением для колеса:  125,0raA
x . 

Решая совместно два уравнения, получим 233,14  1/с, а натяже-

ние каната 524,32T  H.  

Для поиска реакций шарнира необходимо предположить, что 

блок может двигаться с некоторым ускорением. Тогда дифференци-

альные уравнения движения тела имеют вид 
O
xB amHT  30cos , 

O
yBB amPVT  30sin . 

Так как точка «O» неподвижна, то ускорение 0Oa , и как след-

ствие реакции шарнира: 

166,2830cos  TH , H; 

262,8630sin  
BPTV , H.  

 

ПРИМЕР 14. Колесо веса 100P  Н и радиуса 14,0r  м катит-

ся прямолинейно без скольжения по горизон-

тальной плоскости под действием внешней силы 

400S  Н, которая приложена к центру колеса 

«С». Определить реакцию опоры, силу трения 

скольжения, ускорение центра колеса «С». 

Произвести расчёт с учётом пар сил трения 

качения с коэффициентом 001,0  м. 

Тело совершает плоское движение – качение без скольжения. 

Это означает, что помимо указанных в условиях сил, на тело также 

действует и сила трения. Так как в противном случае тело соверша-

 
– рисунок 16 
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ло бы поступательное прямолинейное движение. Кроме этого, это 

означает, что между его кинематическими характеристиками суще-

ствует взаимосвязь:  raC . 

Составим дифференциальные уравнения движения: 

C

C

C

C

CC

y

Cx

aF

PN

aF

r

arm
rF

PN

amFS

M

F

amF


































5

100

10400

2

00
2

. 

Тогда ускорение центра колеса 667,26Ca  м/с
2
, а сила трения

333,133F  Н. 

Добавим к указанным силам пару сил трения качения, момент 

которой определяется по формуле NM  , и направлена в про-

тивоположную сторону от направления качения. Тогда система 

уравнений примет вид 

C

C

C

C

CC

y

Cx

aF

PN

aF

r

arm
NrF

PN

amFS

M

F

amF


































7,01,014,0

100

10400

2

00
2

 

Тогда ускорение центра колеса 619,26Ca  м/с
2
, а сила трения

809,133F  Н. Как видим, отличие от предыдущего расчёта незна-

чительное. 
 

ПРИМЕР 15. Колесо массой 10 кг и радиуса 14,0r  м катится 

вверх по наклонной под углом 
 30  поверх-

ности под действием силы T. Определить необ-

ходимую величину внешней силы Т, которой 

будет достаточно для перемещения колеса. 

Вычислить ускорение центра колеса. 

Тело совершает плоское движение. Систе-

ма дифференциальных уравнений для его дви-

жения имеет вид: 

 
– рисунок 17 
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r

a
rFrT

PN

amFPT

M

F

amF

C
C

C

CC

y

Cx






















060sin

60cos

0  

Из второго уравнения получим, что 603,8660sin  PN , H, 

откуда следует, что  603,86NF , H.  

Значит первое уравнение примет вид 

CaT  10603,8650 . 

Пусть масса колеса распределена равномерно по его ободу, то-

гда момент инерции 2rmC   и, значит, третье уравнение примет 

вид CaT  10603,86 . Видим, что единственное возможное 

значение коэффициента трения, при котором есть решение системы 

уравнений, равно 2887,0 . 

Пусть масса колеса распределена равномерно по всему колесу, 

тогда момент инерции 
2

2rm
C


  и, значит, третье уравнение при-

мет вид: CaT  5603,86 . Решение системы уравнений в виде 

выражений, которые зависят от коэффициента  , будут иметь вид 

50809,259 T  и 10641,34 Ca . 

Если поверхность гладкая, то 0  и сила Т и ускорение Ca  бу-

дут направлены в противоположную сторону, что невозможно по 

условию. 

Пусть 2887,0 , тогда 007,25T  Н и 0Ca  м/с
2
. 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
 

БЛОК Д3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА 
 

Задача 1. Колесо радиусом 0,6 м и равномерно 

распределённой массой 100 кг начинает вращать-

ся из состояния покоя под действие постоянной 

силы 100T  Н. Определить реакции шарнира и 

угловую скорость через 3 с. 

Ответ: 10  1/с; 100H  H; 1000V  H. 
 

Задача 2. Колесо радиусом 0,3 м и равномерно 

распределённой массой 30 кг вращается против 

часовой стрелки с постоянной угловой скоростью 

10  1/с. Определить реакции шарнира «О» и 

угловое ускорение колеса, если 8,0)cos(   и 

50T  Н.  

Ответ: 185,5  1/с
2
; 665,6OH  H; 170,1OV  H. 

 

Задача 3. Составной блок с равномерно распре-

делённым весом 322P  Н и радиусами 12r  см 

и 24R  см служит для подъёма груза 644Q  Н 

с помощью активной силы 400T  Н. Опреде-

лить ускорение груза и натяжение троса Q, реак-

ции опорного шарнира «О».  

Ответ: 916,16  1/с
2
; 8,282H  H; 8,1248V  H. 

 

Задача 4. Маховик массой 7,5 кг с центром масс 

«C» на расстоянии 25,0r  м от оси вращения 

«О» и радиусом инерции 295,0  м. Определить 

угловые кинематические характеристики и вели-

чину реакции Q шарнира «О» в тот момент, когда 

угол поворота маховика 
 60 . 

Ответ: 6,155Q  Н; 1,14  1/с
2
; 986,6  1/с.  
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Задача 5. Колесо радиуса 6 см и равномерно распределённой 

массой начинает катиться из состояния покоя по наклонной шеро-

ховатой поверхности с углом 
 20  и коэффициентом трения ка-

чения 001,0 . Определить коэффициент трения скольжения, уг-

ловое ускорение и время, за которое центр колеса пройдёт путь 

10 м.  

Ответ: 132,0 , 267,36  1/с
2
; 032,3t  с. 

 

Задача 6. Тяжёлый круглый цилиндр «А» массы  

30 кг обмотан нитью, конец которой «В» закреплён 

неподвижно. Цилиндр падает без начальной скоро-

сти, разматывая нить. Определить скорость точки 

«С» оси цилиндра после того, как она переместилась 

на расстояние 5,0h  м. Найти силу натяжения нити. 

Ответ: 582,2v  м/с; 100T  H. 
 

Задача 7. На барабан однородного составно-

го катка массы 10m  кг и радиуса  

24,0R  м, лежащего на горизонтальном ше-

роховатом полу, намотана нить, к которой 

приложена сила 100T  Н под углом  30 . 

Радиус барабана 1,0r  м, радиус инерции 

2,0  м. Найти величину пройденного пути центром катка «О» за 

5 секунд с момента старта из состояния покоя. 

Ответ: 148,33x  м; 259,13v  м/с.  
 

 

Задача 8. Шатун «АВ» весом 60P  Н и длиной 4 

метра движется за счёт приложенной силы 30T  

Н. Определить угловое ускорение шатуна и реак-

ции в точках «А» и «В» в момент времени, когда 

угол  30   
 

Ответ: 137,3  1/с
2
; 178,41S  Н, 599,2Q  Н 
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4. ДИНАМИКА ТВЁРДОГО ТЕЛА. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ  

 

Для тела или системы тел по аналогии с одной частицей можно 

сформулировать точно такие же теоремы об изменении кинетиче-

ской энергии и количества движения. 

Отличительная особенность в их использовании будет заклю-

чаться в определении кинетической энергии тела. Как и для уравне-

ния движения тела рассмотрим три случая: 

а) поступательное движение тела: 

                                              
2

2
Cvm

E


 ,                                            (15) 

б) вращательное движение тела вокруг неподвижной оси «О»: 

                                             
2

2
 OIE ,                                            (16) 

в) плоское движение тела с центром масс  в точке «С» 

                                      
22

22 



 CC Ivm

E .                                   (17) 

 

ПРИМЕР 12. Колесо массой 40 кг, размерами 2,02  rR  м и 

радиусом инерции 15,0  м катится вверх под 

действием силы 100T  Н по наклонной по-

верхности величиной 
 15 . Определить уг-

ловую скорость колеса после того, как его 

центр прошёл 3 м.  

Особенность данной задачи заключается в 

том, что из всех сил, приложенных к колесу, 

совершают работу сила тяжести Р и сила тяги Т. Происходит это по-

тому, что точка приложения двух других сил (точка касания колеса) 

оказывается неподвижной в каждый момент времени. 

Определим работу действующих на блок сил: 

а) силы тяжести 4001040 P  Н: 

                                     58285,31075cos  
CP sPA  Дж. 

б) внешняя сила 100T  Н: 

 
– рисунок 18 
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          900
1,0

3)1,02,0(100)(
)( 







r

srRT
TMA C

OT  Дж. 

Тогда работа приложенных сил равна: 

                                                                                                             41715,589 TP AAA  Дж. 

Так как тело движется из состояния покоя, то изменение кине-

тической энергии совпадёт с её конечным значением. Используя 

теорию плоского движения для определения взаимосвязи между 

скоростью центра масс и угловой скоростью тела, получим, что: 













 
22

)(

22

22222 mrmIvm
EE CC  

2
222

65,0
2

15,040

2

)1,0(40






 . 

Из условия равенства двух величин получим, что 113,30  1/с.  

 

ПРИМЕР 13. Блок весом 30 кг с равномерно 

распределённой массой радиуса 2,0r  м вращает-

ся из состояния покоя под действием пары сил с 

постоянным моментом 5M  Нм. Определит 

угол поворота блока в тот момент, когда угловая 

скорость блока достигнет значения 2 1/с. Жёсткость 

пружины 10k  Н/м. 

Определим работу действующих на блок сил: 

а) пары сил с моментом 5M :  

                                                                             5MAM ; 

б) силы упругости пружины sFУ  10 :  

                  222

0

2,0)2,0(5510   sdssA
s

У . 

Тогда полная работа 
22,05  УM AAA . 

Так как блок совершает вращательное движение из состояния 

покоя, то изменение кинетической энергии совпадёт с её конечным 

значением: 

2,1
42

222







 

rmI
EE O  Дж. 

 
– рисунок 19 
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Приравнивая эти величины, найдём величину угла поворота 

блока  9,13 . 

 

ПРИМЕР 14. Шатун массой 10 кг и дли-

ной 0,8 м движется за счёт скольжения двух 

ползунов в своих направляющих под действи-

ем горизонтальной силы 50T  Н. Опреде-

лить угловую скорость шатуна в тот момент, 

когда угол 
 45 , если движение началось из 

вертикального положения. 

Определим работу действующих на шатун сил: 

а) Внешней силы 50T  Н: 

                                      284,2845cos8,0  TsTA BT  Дж. 

б) Силы тяжести 1001010 P  Н: 

                                      284,2845cos4,0  PsPA CP  Дж. 

Тогда полная работа 5685,56 TP AAA  Дж. 

Используя теорию плоского движения, найдём взаимосвязь 

между скоростью центра масс и угловой скоростью тела. 























AAB

AB

ABAB

AB
ABAB

vv

vv

vvv

vv
vvv

245sin45sin

45cos45cos
. 

AABABAB vABv  225,1 . 

ABC

ACA
y
C

ABA
x
C

ACAC v
vvv

vv
vvv 














4,0
045sin

4,045cos
. 

Так как тело движется из состояния покоя, то изменение кине-

тической энергии совпадёт с её конечным значением: 







 
22

22
ABCC Ivm

EE  

                                                             
2

222

0667,1
2122

)4,0(








 ABAB Lmm

. 

Из равенства работы и энергии получаем, что 2823,7AB  1/с. 

  

 
– рисунок 20 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 
 

БЛОК Д4. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ 

ЭНЕРГИИ 

 

Задача 1. Дан блок массой 40m  кг, радиусами 

3,0r  м и 5,0R  м и радиусом 3,0  м. Определить 

перемещение груза массой 10M  кг в тот момент 

времени, когда угловая скорость блока достигла зна-

чения 15  1/с. Также определить силу натяжения 

троса. Ответ: 16,5s  м; 5,78T  Н. 

Задача 2. Маховик состоит из стержня дли-

ной 2 метра и массой 3 кг и диска диамет-

ром 0,8 метра и массой 10 кг. Если маховик 

движется из состояния покоя, то определить 

угловую скорость после поворота на 90
ο
 под действием пары сил с 

моментом 30 Нм. Ответ: 16,3  1/с. 

Задача 3. Диск радиуса 0,5 м с равномерно 

распределённой массой катится под дей-

ствием пары сил с моментом 4M  Нм. 

На диск действует пружина жёсткостью 

200k  Н/м. Определить пройденный путь до остановки.  

Ответ: 892,0Cs  м. 

Задача 4. Известны массы грузов и блока 41 m  кг, 

22 m  кг и 2,03 m  кг. Определить скорость груза 1 

после его сдвига вниз на один метр. Также определить 

ускорение и натяжение нитей. 

Ответ: 561,2v  м/с, 279,3a  м/с
2
, 883,26T  Н. 

Задача 5. На барабан радиуса 0,1 м и массой 2 кг 

действует пара сил с моментом 240 M  Нм. 

Определить скорость груза массой 40 кг после 

подъёма на высоту 0,3 м. Ответ: 6,0v  м/с. 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 

 

Д-2. ПЛОСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА 

Барабан радиуса R и веса Р имеет выточку радиуса r. К концам 

на барабан нитей приложены постоянные силы F1 и F2, направления 

которых определяется углом β. Кроме того на барабан действует па-

ра сил с моментом М. Барабан начинает катиться из состояния покоя 

по наклонной шероховатой поверхности под углом α. Определить 

величину пройденного пути и скорость центра барабана, а так же 

коэффициент трения скольжения поверхности через 5 секунд после 

начала движения.  

 

Таблица 1. 

Группа данных, которая соответствует 1-й цифре  

номера зачётной книжки  

0.  1.  

2.  3.  
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4.  5.  

6.  7.  

8.  9.  

 

Таблица 2 

Группа данных, которая соответствует  

2-й цифре номера зачётной книжки 

№     P, Н 1F , Н 2F , Н М, Нм R, м r, м 

0 30 75 100 10 20 1,23 0,02 0,01 

1 35 70 90 27 36 –2,36 0,04 0,02 

2 40 65 80 40 48 1,44 0,06 0,02 

3 45 60 120 84 87 –3,84 0,08 0,02 
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№     P, Н 1F , Н 2F , Н М, Нм R, м r, м 

4 50 55 110 99 22 5,5 0,1 0,03 

5 55 50 60 15 24 –4,32 0,12 0,04 

6 60 45 70 21 42 6,86 0,14 0,02 

7 65 40 80 40 53 –5,24 0,16 0,04 

8 70 35 90 63 18 4,58 0,18 0,09 

9 75 30 100 75 43 –6,7 0,2 0,05 
 

ОБРАЗЕЦ РЕШЕНИЯ. Барабан радиуса 12,0R  м и весом 

4P  Н начинает катиться без скольжения из состояния покоя по 

наклонной поверхности с углом 
 30 . 

На барабан действуют сила 2,3F  Н под 

углом 
 30  и пара сил с моментом 

528,0M  Нм. 

Определить пройденный пусть и ско-

рость через 2 секунды после старта.  

Барабан совершает плоское движение 

под действием сил P, N, F, FTP и момента 

М. Направление сил указано на рисунке. Направление силы трения 

указываем произвольным образом, так как заранее не известно, в ка-

ком направлении движется тело.  

Составим дифференциальные уравнения движения тела, пред-

положив, что колесо будет двигаться вниз и по часовой стрелке: 

 FPFam x
C sincos ; 

                                                       sincos FPNam y
С . 

MRFRF
Rm

MI CC 


 
2

2

. 

Дополнительно к этим уравнениям возьмём взаимосвязи из ки-

нематики плоского движения: 

 Raa C
x
C  и 0y

Ca . 

Тогда получим систему уравнений:  

 F7713,4048,0 ;  0641,50  N ;  

                                                           
  F12,0144,01088,2 3

. 

Отсюда: 6014,49  1/с
2
, 3904,2F  Н, 0641,5N  Н. 

Найдём уравнение движения центра колеса: 

 
– рисунок ИДЗ_Д_2_1 
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29761,29522,59522,5 txtvRa CCC  . 

Тогда пройденный пусть и скорость через 2 секунды после стар-

та будут равны  

904,119761,2 2  txC  м и 904,119522,5  tvC  м/с. 

Коэффициент трения скольжения равен: 472,0 

N

F
  

Сделаем проверку, применив теорему об изменении кинетиче-

ской энергии тела при плоском движении. 

 
k

kAEE . 

Найдём конечную кинетическую энергию тела. 

5116,42

2,99

1088,2
2

22

3
2

22





































R

v

Rm
IvmI

E
C

C
CC  Дж. 

Найдём работы сил, которые приложены к телу. 

а) Силы 2,3F  Н: 

   )()()( yBxBBМ FMFMFMA   

  
R

х
aFbRF C

yx )(  

  
R

х
RFRRF Csinsin)cos(cos

 

  0826,71sin)cos1(cos 2  CхF , Дж. 

б) Силы тяжести 4P  Н: 

                                      808,23sin  CP хPA  Дж. 

в) Пары сил с моментом 528,0M  Нм: 

                               3776,522,99 







R

x
MA C

M  Дж. 

Тогда полная работа 5130,42 TPМ AAАA  Дж. 

Погрешность решения составит 3104,1 
  EA . 

 
– рисунок ИДЗ_Д_2_2 


