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1. Корректировка модели 

Моделирование 

Моделирование – это создание модели и работа с ней. 

Модель – это приближенное отражение реальности. 

Формы отображения моделей: 

 материальные предметы (3D модель); 

 сигнал на аналоговых устройствах (мнемосхемы, щит управ-

ления котлом, пульт на станции); 

 символьная (знаковая) форма. 

 

Модели можно разделить по иерархии: 

 модель электростанции (мнемосхема); 

 модель котла; 

 модель топки; 

 модель горения частицы. 

 

Цель моделирования: предпроектный анализ (просчет раз-

личных вариантов, выбор оптимального); прогнозирование пове-

дения модели с течением времени с целью управления поведени-

ем этой модели. 

Важный критерий – адекватность модели (сопоставление с 

экспериментальными данными или расчетами) 

В данной дисциплине мы будем изучать математическое 

моделирование – это численное моделирование методом конеч-

ных разностей. 

Последовательность проведения моделирования: 

1. Физическая постановка задачи (что моделировать, ри-

сунки, схемы). 

2. Математическая постановка задачи (дифференциальное 

уравнение (ДУ), описывающее исследуемый процесс, краевые 

условия и т.д.). 

3. Построение сеточной области. 

4. Преобразование ДУ и краевых условий к конечно-

разностным выражениям. 
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5. Определение алгоритма решения, создание программы и 

ее отладка. 

6. Проверка модели на адекватность. 

7. Проведение исследований. 

8. Анализ, выводы. 

 

Основы метода конечных разностей 

Суть метода конечных разностей 

1. Область непрерывного изменения аргументов (х,у,z) за-

меняется дискретным количеством точек (узлов) 

2. Функция непрерывных аргументов Т, Q заменяется 

функциями дискретных аргументов 

3. Производные, входящие в ДУ, и граничные условия за-

меняются более простыми разностными выражениями.  

В результате замены задача в частных производных сводит-

ся к решению простых алгебраических уравнений. 

Если при умельчении сетки решение не изменяется, то зада-

ча решена верно. 

Построение сетки 

 

1. Горизонтальная ось – простран-

ственная координата, r 

R1 ≤ r ≤ R2 

R1 = 0 принимают 

 

Пространственную ось разбивают на 

шаги: 

h = Δr 

Нумерация узлов от i = 1 до N 

Любая координата описывается урав-

нением: 

      (   )    где            

Шаг определяется: 
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В сложных системах процессы нестационарные, то есть из-

меняются с течением времени. Поэтому для определения процес-

са в любой момент времени вводится временная координата. 

 

2. Вертикальная ось – временная 

координата, τ 

0 ≤ τ ≤ τ з 

Временную ось разбивают на шаги   . 
Шаг определяется как 

   
  
 

 

Любая координата описывается урав-

нением: 

        где              

k – временной слой. 

 

 

Итоговый вид сетки 

Крайние узлы по пространственной 

координате попадают на границу. Там 

будут граничные условия. Слева (i = 1) 

– левые граничные условия, справа 

(i = N) – правые. 

 

Любая точка в любой момент времени 

будет характеризоваться простран-

ственной и временной координатой 

(    
 ).  

Функция (температуры) в этой точке  

будет отображаться как  (    
 )    

  

 

Шаблон – это совокупность узлов 

определенной конфигурации (необхо-

дим для решения задачи по явной раз-

ностной схеме) 
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Аппроксимация дифференциальных операторов 

(при разложении в ряд Тейлора) 

 

  
     (    

   )  Т(    
    )    

  (
  

  
)              (1.1) 

    
   (      

 )  Т(      
 )    

    (
  

  
)  

  

  
(
   

   
)  

  

  
(
   

   
)                                                                                           (1.2) 

    
   (      

 )  Т(      
 )    

    (
  

  
)  

  

  
(
   

   
)  

  

  
(
   

   
)                                                                                           (1.3) 

 

Из уравнений 1.1-1.3 выражаем дифференциальные операторы: 

Из 1.1 выражаем:                      

  
 
  
      

 

  
 

 (1.4) 

Из 1.2 вычитаем 1.3:   

  
 
    
      

 

   
 

 (1.5) 

Складываем 1.2. и 1.3:    

   

 
    
      

      
 

  
 

 (1.6) 

 

Получили разностные выражения, которые заменяют произ-

водные первого и второго порядка. 

Когда выполняем расчеты (вручную или через ЭВМ) неиз-

бежно возникают ошибки округления. При очень точных и боль-

ших вычислениях они могут стать очень значительными, и могут 

исказить смысл вычислений. Если это происходит, говорят, что 

численный метод (или алгоритм) неустойчив.  

Устойчивый алгоритм – когда ошибки округления затухают 

или не возрастают. 
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Критерий устойчивости: 

 

  
    

  
 
 

 
                                               (   ) 

 

 

Уравнение теплопроводности: 

 

  

  
   (

   

   
 
 

 
 
  

  
)  

  
    

               (   ) 

 

 

где   – фактор формы, принимающий значение 0 – для пластины, 

1 – для цилиндра, 2 – для шара. 

 

Заменяем производные 1-го и 2-го порядка на линейные функции 

(см. формулы 1.4-1.6): 

 

  
      

 

  
   (

    
      

      
 

  
 
 

 
 
    
      

 

   
)  

  
    

 

 

С целью упрощения выражения введем переменные 

  
    

  
 и   

     

    
 

  
      

    (    
      

      
  

   

   
 (    

      
 ))    

Выражаем температуру   
    на последующем временном слое 

(если известны температуры   
  на текущем временном слое): 

 

  
      

    (    
      

      
  

   

   
 (    

      
 ))

   

(1.9) 
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Таким образом, для определения температуры в каком-

нибудь одном узле сетки на временном слое (k + 1) требуется три 

температуры на предыдущем временном слое k (см. шаблон). 

 

Аппроксимация начальных и граничных условий  

Начальные условия (НУ) задают значение функций в 

начальный (или заданный) момент времени. 

НУ:   (    
   )    (     )    

   н   

         при k = 0 для i = 1 до N 

 

Граничные условия (ГУ)  

ГУ I рода: задана функция (температура) на поверхности 

тела или на границе рассматриваемой области. Узлы сетки с 

наименьшим (i = 1) и наибольшим (i = N) номерами располага-

ются на поверхности тела. 

 

ГУ левые:  (      
 )    (    )    

   лев 

ГУ правые:  (      
 )    (    )    

   пр 

где  лев и  пр заданные температуры на левой и правой поверхно-

сти тела. 

ГУ II рода: задан тепловой поток q на границе тела. 

ГУ III рода: задан закон теплообмена поверхности тела со сре-

дой (в соответствии с законами Ньютона–Рихмана, Стефана–

Больцмана). 

ГУ IV рода: задаются в месте контакта тел (сред), в которых 

определяются поля температур. 

Особенности работы при  аданных ГУ II-IV рода можете и у-

чить самостоятельно. 

 

Задача: 

Определить температурное поле T в бесконечной пластине тол-

щиной R по явной разностной схеме при граничных условиях 

первого рода для времени τ ≤ τ з. 
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Вывод значений  (   ) провести на первых пяти временных сло-

ях и затем на каждом десятом временном слое. В расчетах при-

нять следующие данные: 

Дано: 

           м  с 

       м 

       с 

 н         

         

       с 

         

        с 

        с   
Уравнение теплопро-

водности: 

  

  
   

   

   
 

  τ  τ  

      

Начальные условия: 

 (   )   н 
Граничные условия: 

 (   )        
 (   )         

      

 

Решение: 

Для построения сеточной области:  

1. Принимаем количество узлов по простран-

ственной координате: N = 11  

2. Определяем пространственный шаг: 

  
 

   
 

    

    
       м 

3. Определяем временной шаг (выражаем из 

критерия устойчивости): 

   
  

   
 

      

          
      с 

Для простоты расчетов округляем до      с 

4. Заполнение температурного поля в сеточной 

области в начальный момент времени: 

k = 0,               с 

 (   )   н          

 

5. Переходим на следующий временной слой: 

              с 

 

6. Заполняем граничные условия 

 (   )       =                      

 (   )            

                      
         

 

 

Найти:  

 (    
 ) 

при k = 

= 1,2,3,4,5,10,20,30..900 
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7. Переходим к заполнению промежуточных значений: 

Аппроксимируем уравнение теплопроводности:  

  

  
   

   

   
 

  
      

 

  
   (

    
      

      
 

  
) 

Выражаем   
   : 

  
      

  
    

  
 (    

      
      

 )   

 (     )    
    (    

      
 ) 

где   
    

  
. 

Таким образом, чтобы определить температуру на (k + 1) времен-

ном слое необходимо знать температуры на слое k (см. шаблон). 

8. Вычисляем коэффициент p и определяем промежуточные зна-

чения: 

  
    

  
 
          

      
      

при k = 0, i = 2: 

  
      

  (     )    
    (    

      
 )

 (        )    
       (    

      
 )

         
       (  

    
 )

                 (       )        

при k = 0, i = 3: 

  
     

          
       (  

    
 )

                (       )        

при k = 0 и i = 4 до 10 считаем аналогичным образом. 

После окончания расчетов сеточная область будет выглядеть сле-

дующим образом. 

 

9. Переходим на следующий временной слой: 
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               с 

10. Заполняем граничные условия 

 (   )       =                       

 (   )                                   

          

11. Переходим к заполнению промежуточных значений: 

при k=1, i=2: 

  
      

          
       (  

    
 )   

                    (               )            

Остальные промежуточные значения для i = 2 до 10 заполняются 

аналогично. 

Заполный временной слой сеточной области будет выглядеть 

следующим образом. 

 

12. Далее переходим на следующий временной слой и повторяем 

расчеты аналогичным образом. 

Пример заполненных 10-ти временных слоев сеточной области 

будет выглядеть следующим образом: 

 

На следующем занятии рассмотрим решение данной задачи на 

ПК в Pascal ABC. 
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Решение задачи на ПК в Pascal ABC  

Блок-схема  

Составим блок-схему вычислительного процесса 
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Рис 1. Блок-схема алгоритма определения температурного поля  

в пластине по явной разностной схеме  

при граничных условиях первого рода 

 

Программный код 

 

Программный код Описание 

program zl; Данной строкой указывается наиме-

нование вашей программы. В дан-

ном случае наименование принято 

«z1». 

var 

T, T1: array [1..1000] of real; 

a, R, Tn, A1, B1, C1, D1, F1, h, dt, 

time, s, s1: real; 

tz, N, i, k: integer; 

При помощи оператора var пропи-

сываются все переменные, которые 

будут встречаться в программе. 

В программе будут использоваться 

два массива данных: массив Т и 

вспомогательный массив Т1, значе-

ния которых являются дробными 
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Программный код Описание 

числами (real) в диапазоне от 1 до 

1000. 

Далее указываются иные параметры, 

используемые в задаче, являющиеся 

дробными (real) и целыми (integer) 

числами. 

Примечание: поскольку коэффици-

ент температуропроводности обо-

значен литерой «а», то чтобы ис-

ключить повторение коэффициенты 

уравнений, используемых для опи-

сания процессов в граничных усло-

виях, приняты с цифрой 1 (напри-

мер, А1, В1 и т.д.) 

begin Начало расчетов 

a:=0.0000015; 

R:=0.04; 

Tn:=300; 

A1:=300;  

B1:=0.1; 

C1:=550;  

D1:=0.01;  

F1:=0.00001;  

tz:=900; 

Вводятся все данные, указанные в 

условии задачи. 

 

Обратите внимание,  

вместо «=» используется знак при-

своить значение «:=», 

в дробных числах вместо запятой 

дробная часть отделяется точкой «.»,  

а в конце каждой строки прописыва-

ется «;».  

writeln('Введите количество узлов в 

сетке, N'); 

Оператор write(..) или writeln(..) от-

вечает за вывод данных на вашем 

экране, в скобках в апострофах 

«'…'» прописывается та информа-

ция, которая должна отображаться 

на экране (для вашего понимания, 

какой параметр будете вводить с 

клавиатуры).  

В данном примере с клавиатуры бу-

дет введен параметр N отвечающий 

за количество узлов в сетке. Данный 

параметр может выбираться вами 

любым, но чем он больше, тем более 

точно решена задача 

readln(N); Оператор readln() «дает пояснение» 

программе, какой параметр вы ввели 

с клавиатуры. 



15 

 

Программный код Описание 

h:=R/(N-l); Введенных данных достаточно, что-

бы определить пространственный 

шаг при помощи данной формулы 

writeln('Пространственный шаг равен 

',h:0:3, ' м'); 

Далее выводим значение рассчитан-

ного пространственного шага, где 

цифры после h «:0:3» отвечают за 

округление рассчитанного числа (в 

данном случае до 3-х знаков после 

запятой) 

dt:=h*h/(2*a); Далее, зная пространственный шаг h 

и используя условие устойчивости, 

можем определить каким макси-

мально возможным может быть 

временной шаг (шаг по временной 

координате) по данной формуле; 

writeln('Из условия устойчивости яв-

ной схемы временной шаг должен 

быть менее ', dt:0:2,' с'); 

Отображение результата расчета с 

округлением его до 2-х знаков после 

запятой 

writeln('Введите временной шаг, с');  

readln(dt); 

Поскольку с дробными числами ра-

ботать крайне неудобно, зададим 

временной шаг целым числом, но 

обязательно меньше рассчитанного 

значения 

k:=0; 

time:=k*dt; 

writeln('k=', k, '    ', 'Time=', time, 'c'); 

Далее приступаем к расчету 0-го 

временного слоя при k = 0.  

Определяем время (time) экспери-

мента. 

Выводим значение k и значение 

времени 

for i:=1 to N do 

begin 

T[i]:=Tn; 

T1[i]:=T[i]; 

write(T[i]:0:3,'   '); 

end; 

Для узлов i от 1 до N 

Присваиваем температуре в узлах 

значение температуры в начальный 

момент времени (Tn, по условию за-

дачи). 

Значения массива T[i] записываем  

в вспомогательный массив T1[i]. 

Выводим значение массива T[i],  

а именно температуры во всех узлах, 

округляя до 3-х знаков после  

запятой, и разделяя значения пробе-

лами '   ' 

writeln(); Оператор writeln() позволяет перей-
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Программный код Описание 

ти на новую строку и выводить все 

последующие значения с новой 

строки.  

Для сравнения оператор write() вы-

водит данные на той же строке (без 

перехода на новую. 

s:=a*dt/(h*h); 

s1:=1-2*s; 

Рассчитываем вспомогательные ко-

эффициенты, которые в дальнейшем 

будут использованы для основного 

уравнения. 

k:=k+1; Переходим на следующий времен-

ной слой  

while k<=5 do  

 

Пока временной слой будет меньше 

либо равен 5 будем выполнять сле-

дующие расчеты.  

Данное условие необходимо, так как 

согласно условию задачи требуется 

вывести данные температуры на 

первых пяти временных слоях. 

begin 

time:=k*dt; 

writeln('k=', k, '    ', 'Time=', time, 'c'); 

Определяем время от начала экспе-

римента, выводим значения времен-

ного слоя и времени. 

T[1]:=A1+B1*time; 

T[N]:=C1+D1*time+F1*time*time; 

Определяем значение температур на 

границах пластины в узлах i = 1 и 

i = N согласно граничным условиям, 

указанным в задаче. 

for i:= 2 to N-1 do 

begin 

T[i]:=s*(T1[i-1]+T1[i+1])+s1*T1[i];  

end; 

Определяем значение температур в 

промежуточных узлах сетки. 

for i:=1 to N do 

begin 

T1[i]:=T[i]; 

write(T[i]:0:3,'   '); 

end; 

Для всех узлов временного слоя пе-

реписываем данные на вспомога-

тельный массив и выводим данные 

массива (температуры во всех уз-

лах). 

writeln(); 

k:=k+1; 

end; 

Переходим на новую строку. 

Переходим на следующий времен-

ной слой. 

time:=k*dt;  Определяем время эксперимента для 

k-го слоя. 

while time<=tz do  Пока время меньше или равно об-

щему времени эксперимента по 
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Программный код Описание 

условию задачи 

begin 

T[1]:=A1+B1*time; 

T[N]:=C1+D1*time+F1*time*time; 

for i:= 2 to N-1 do 

begin 

T[i]:=s*(T1[i-1]+T1[i+1])+s1*T1[i];  

end; 

Рассчитываем температуры во всех 

узлах временного слоя 

If k mod 10 = 0 then  Если временной слой кратный 10 (по 

условию задачи), а именно если 

остаток от деления k на 10 равен 0, 

то 

begin 

writeln('k=', k, '    ', 'Time=', time, 'c'); 

for i:=1 to N do 

begin 

T1[i]:=T[i]; 

write(T[i]:0:3,'   '); 

end; 

То выводим значения температур во 

всех узлах, 

writeln(); 

k:=k+1; 

time:=k*dt;  

end 

Переходим на следующий времен-

ной слой, рассчитываем время и т.д. 

else 

begin 

for i:=1 to N do 

T1[i]:=T[i]; 

k:=k+1; 

time:=k*dt;  

end; 

end; 

end. 

Иначе (если k не кратно 10) 

Значение температур не выводим,  

Переходим на следующий времен-

ной слой и повторяем цикл. 
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Пример, возможных ошибок 

 

Ошибка Пояснение 

Встречено 'B1', а ожидалось ';'  

(Вместо В1 может быть ука-

 ан любой параметр) 

Данная ошибка говорит о том, 

что в предыдущей строке (над 

выделенной) в конце пропущен 

знак «;» 

Встречено '=', а ожидалось ':' или 

Встречено '=', а ожидалось ';' 

Указан знак «=», вместо знака 

присвоить значение «:=» 

Неизвестное имя 'R' 

(Вместо R может быть ука ан 

любой параметр) 

Значит данная переменная не 

прописана в операторе Var 

Встречено ',', а ожидалось ';' Аналогичная ошибка может 

возникнуть, если в дробном 

числе в качестве разделителя 

дробной части указать запятую 

«,», а не точку «.» 
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2. Анализ результатов 

 

В случае если все введено верно, отладка программы произошла 

успешно, вы получите следующий результат: 
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Варианты заданий для выполнения практической работы 

№1: 

Задача. Определить температурное поле Т в бесконечной пла-

стине по явной разностной схеме при τ ≤ τз. Вывести значения 

температур Т (r, τ) на первых пяти временных слоях и далее на 

каждом пятом временном слое. Построить график распределения 

температур по 25 с, 200 с, 400 с, 600 с, 800 с от начала экспери-

мента. 

 

Уравнение теплопроводности: 

  (   )

  
   

   (   )

   
 

     з 

      

Начальное условие: 

 (   )   н 

Граничные условия:  

 (   )        

 (   )             

Исходные данные для расчёта по вариантам: 

№ 

варианта   
м 

с
 R, м τз, с Tн,℃ A,℃ B,℃/с C, ℃ 

D, 

℃/с 

F, 

℃/с
2 

1 1,5·10
-6 

0,04 900 210 210 0,1 500 0,03 1·10
-5

 

2 1,5·10
-6

 0,05 900 220 220 0,2 510 0,01 1·10
-5

 

3 1,5·10
-6

 0,06 900 230 230 0,3 520 0,02 1·10
-5

 

4 1,5·10
-6

 0,07 900 240 240 0,2 530 0,01 1·10
-5

 

5 1,5·10
-6

 0,08 900 250 250 0,1 540 0,03 1·10
-5

 

6 1,5·10
-6

 0,09 900 260 260 0,2 525 0,01 1·10
-5

 

7 1,5·10
-6

 0,10 900 270 270 0,3 535 0,02 1·10
-5

 

8 1,5·10
-6

 0,07 900 280 280 0,2 515 0,03 1·10
-5

 

9 1,5·10
-6

 0,06 900 290 290 0,3 520 0,01 1·10
-5

 

10 1,5·10
-6

 0,07 900 300 300 0,2 530 0,02 1·10
-5

 

11 1,5·10
-6

 0,08 900 240 240 0,1 500 0,01 1·10
-5

 

12 1,5·10
-6

 0,05 900 230 230 0,2 480 0,02 1·10
-5

 

 


