И тогда уравнение (3.2) запишется в виде
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или с учётом помех измерения:
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Критерий ошибок оценивания по МНК определяется из соотношения
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Наилучшая оценка равна:
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Число измерений переменных U(k) и Y(k) должно удовлетворять соотношению N >> n + r + 1.

Пусть известны свойства помех на выходе системы, например, они подчиняются n-мерному нормальному распределению:
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где
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Тогда наилучшая оценка определяется из соотношения

Это выражение называется марковской оценкой или оценкой по обощённому МНК.

3.2. Оценка параметров на основе метода максимального правдоподобия

Метод максимального правдоподобия (maximum likelihood methods) впервые был предложен Р. Фишером и заключается в следующем. Пусть мы имеем совокупность наблюдений 
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Рассмотрим функцию
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Эта функция, с позиции разных постановок задач, несёт разную смысловую нагрузку: с позиции задач теории вероятностей выражение (3.9) – это плотность вероятностей выборки 
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 при фиксированных значениях параметров 
[image: image12.wmf]Φ

i

. Аргументом в ней является 
[image: image13.wmf]i

y

, параметрами 
[image: image14.wmf]Φ

i

.

С позиции задач статистики дело обстоит противоположно: эксперименты проведены, т. е. значения переменных
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нам известны, а вот переменные 
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можно рассматривать как функцию аргумента 
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 называют функцией правдоподобия (likelihood function).

В качестве оценок параметров 
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 в методе берутся такие значения аргумента, при которых функция правдоподобия достигает своего максимального значения. Формально это достигается следующим образом:
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Для удобства часто ищут максимум 
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Необходимым условием максимума при этом является 
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или в силу монотонности логарифма это условие запишется в виде 
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Последнее выражение называется уравнением правдоподобия. Оценка параметров, получаемая на основании решения уравнения правдоподобия, называется оценкой максимального правдоподобия.

3.3. Байесовский метод оценивания параметров

Байесовский подход оценивания параметров предполагает знание априорной плотности вероятностей 
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Суть метода в следующем: пусть имеется набор наблюдений 
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 – есть некоторое число, которое наверняка отличается от истинного значения параметра 
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. Это отличие, естественно, будет искажать истинную картину поведения исследуемого объекта, и поэтому мы понесём некоторые потери, которые формально могли бы выразить в виде функционала невязок или проще – функции потерь 
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. Значения этих функций потерь будут меняться от одного набора наблюдений к другому набору. Тогда среднее значение потерь по всем возможным наборам наблюдений запишется в виде
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Выражение (3.13) в учебной литературе называется функцией риска. Усреднив по всем значениям неизвестного параметра 
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, мы найдём так называемый средний риск


[image: image37.wmf]()()()

((),)()().

iii

iiiiiii

JJPd

FfPPdd

YYY

=××=

FFF

ò

=××××

FFFF

òò

 

(3.14)

Выражение (3.14) определяет наши средние потери. Теперь наша цель найти такую оценку 
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Оценка, которая вычисляется как решение оптимизационной задачи (3.15), и называется байесовской оценкой неизвестных параметров.

На практике одной из важных проблем является проблема подбора вида функций потерь. Часто используют следующую квадратичную форму:
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В общем случае, необходимым условием минимума является приравнивание к нулю вариации от 
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. Эта процедура приводит к выражению для байесовской оценки при квадратичной функции потерь
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Так как
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иначе байесовская оценка при квадратичной функции потерь есть условное математическое ожидание неизвестного параметра при фиксированном наборе наблюдений 
[image: image47.wmf]i
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Подробно исследовать свойства байесовских оценок здесь не будем (это предмет содержания дисциплины, которая называется математической статистикой), отметим лишь конечный основной результат, который заключается в следующем: асимптотические свойства оценки (3.17) совпадают с асимптотическими оценками по методу математического правдоподобия.

На практике применение байесовских оценок затруднено: во-первых, знанием априорной плотности вероятности 
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, которая бывает известной очень редко; а если использовать какие-либо гипотезы, то они, в свою очередь, содержат неизвестные параметры или же эти гипотезы бывают недостаточно обоснованы; во-вторых, интегралы (3.17) очень редко выражаются через элементарные функции, а значит, трудно восстановить аналитическую формулу для 
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3.4. Ошибки оценок параметров

Оценки параметров, рассчитанные по одному из описанных выше методов на основе данных наблюдений, отличаются от истинных значений параметров динамической системы. Степень точности оценок характеризует дисперсия оценки параметров, которая зависит обычно от ошибок наблюдений, помех, воздействующих на динамику системы, ошибок вычислительного характера, от выбранной структуры модели динамики и модели измерителя.

Ковариационная матрица всей матрицы состояния, характеризующая дисперсию ошибок оценивания, определяется в виде
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где 
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Окончательно формула для ковариации запишется в виде
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При отсутствии коррелированности между данными наблюдений и стационарности поведения функционирования самой динамической системы выражение (3.20) запишется в виде:
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В силу симметричности матрицы 
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На практике дисперсия наблюдений бывает известной, и оценка её определяется опять-таки на основе конечного числа данных наблюдений. Для решения этой задачи исследователями используются специальные методы.

3.5. Идентификация непрерывных многомерных систем по дискретным наблюдениям

Здесь рассмотрим один непрямой инженерный подход к идентификации параметров линейных многомерных систем. Суть его заключается в решении двух задач: а) оценивание параметров дискретной модели по дискретным измерениям; б) определение непрерывной модели, соответствующей дискретной.

Пусть система описывается в виде 
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Предполагается, что вектор помех измерений v(t) является случайным процессом с нулевым средним.

Задача состоит в оценивании матриц А, В по дискретным измерениям u(t) и y(t), т. е. 
[image: image62.wmf][

]

{

}

0

(),();1,...,,,

kkkN

uykN

ttttt

=Î

. Как было уже сказано, рассмотрим непрямой подход. Первый шаг заключается в получении дискретной модели вида
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Матрицы F, G можно определить известными методами по данным измерений. Второй шаг заключается в обратном ходе, т. е. в определении матриц непрерывной системы по F и G. Инженерное предположение, которое здесь можно сделать – это считать, что входной вектор остаётся постоянным на интервале дискретности, что означает, что дискретная система получена из непрерывной при помощи ключа и элемента памяти для фиксированного момента времени. В этом случае имеем:
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Предположим, что интервал дискретности Т выбран так, что 
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В этом случае сходимость в (3.24) и (3.25) достаточно быстрая. Предположим, что матрица F диагональная, т. е. собственные числа 
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 либо различны, либо, если являются кратными, то размерность соответствующего собственного подпространства равна соответствующей кратности. Положим 
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 – собственные векторы матрицы F, соответствующие собственным значениям 
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. В силу сделанного предположения эти собственные векторы линейно независимы. Так как собственные значения матрицы А·Т равны натуральному логарифму собственных значений F, а собственные векторы обеих матриц совпадают, то 
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После определения матрицы А можно найти матрицу В из соотношения 
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В случае, когда F не является диагональной, она может быть приведена к канонической жордановой форме. В этом случае можно также использовать выражение (3.27), если заменить диагональную матрицу соответствующей жордановой. Для жордановых форм, например, показано, что
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и тогда имеем
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Такой подход требует вычисления собственных векторов и собственных значений. Хотя для этих целей существуют хорошие вычислительные алгоритмы, они достаточно сложны и медленно сходятся. Для быстрой сходимости удобен инженерный подход, который основан на следующей реккурентной процедуре:
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Здесь 
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В качестве начального приближения можно взять 
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В силу условия (3.26) сходимость в (3.29) является достаточно быстрой: если ограничиваться десятью членами ряда, то погрешность будет не более 
[image: image81.wmf]9
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Нужно отметить также, что сходимость процедуры (3.28) гарантируется при трёх условиях:

а) когда начальное приближение 
[image: image82.wmf](0)
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 достаточно близко к истинному А·Т;

б) если А есть устойчивая матрица;

в) выполнено условие (3.26).

В случае, когда u(t) не является константой внутри интервала дискретности Е, можно аппроксимировать его линейной функ-
цией: 
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В этом случае дискретная модель будет иметь вид:
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Далее оценив F, G, H по дискретным данным, можно аналогично предыдущему определить А и В.

Использование прямого метода идентификации приводит к уравнению:
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Если эти интегралы аппроксимировать по методу трапеции, то получим
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что можно переписать в виде


[image: image87.wmf][
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Теперь при помощи метода наименьших квадратов можно определить из этого соотношения матрицы А и В по наблюдениям {u(k)}, {x(k)}.

3.6. Идентификация линейных динамических систем 
     по методу максимального правдоподобия 
    для моделей в пространстве состояний

Пусть линейная динамическая система описывается системой дифференциальных уравнений вида (3.30),
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 (3.30)

где 
[image: image90.wmf]()

vt

 – белый гауссовский m-вектор помех измерений с нулевым средним и ковариацией 
[image: image91.wmf]R

:
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[image: image93.wmf]()
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 – функция Дирака.

Предполагается, что структура модели известна. Вектор неизвестных параметров, входящих в матрицы А, В и вектор 
[image: image94.wmf]0

x

 – обозначим через q-вектор 
[image: image95.wmf]q

. 

Оценка максимального правдоподобия задаётся формулой 
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Здесь N – число моментов дискретных наблюдений, используемых для вычисления условной плотности вероятности 
[image: image97.wmf]()
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Используя свойство монотонности логарифмической функции, оценку максимального правдоподобия запишем как 
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где 
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 – функция правдоподобия.

Для случая, когда помеха измерения v(t) гауссовская, функция правдоподобия имеет вид
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 (3.31)

где 
[image: image102.wmf]()
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 – математическое ожидание y(j) в системе (3.30).

Оценка неизвестных параметров 
[image: image103.wmf]q
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 получается путём максимизации (3.30) относительно неизвестных параметров. В качестве алгоритма максимизации используем модифицированный метод Ньютона-Рафсона, в соответствии с которыми оценка 
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 вычисляется по рекуррентной формуле.
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где 
[image: image106.wmf]2
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 – информационная матрица Фишера. Градиент и информационную матрицу выразим через матрицу чувствительности 
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Как видно из формул (3.32) – (3.34), для вычисления оценки 
[image: image110.wmf]q

 необходимо для каждого момента времени 
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 вычислить математическое ожидание выхода 
[image: image112.wmf]()

yj

)

 и матрицу чувствительности 
[image: image113.wmf]()

T

j

yj

H

=¶¶

q

. Математическое ожидание выхода 
[image: image114.wmf]()

yj

)

 вычислим с помощью дискретного аналога системы (3.30):
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Элементы матрицы чувствительности 
[image: image119.wmf]j

H

 вычисляется путём интегрирования уравнений чувствительности. Для удобства программирования эти уравнения запишем в виде
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где 
[image: image123.wmf]0
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 – матрицы частных производных 
для соответственно независимых коэффициентов в А, В, 
[image: image124.wmf]0
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 – матрицы, зависящие от переменных состояния и входа. Для интегрирования системы (3.35) можно использовать дискретный аналог. Элементы матрицы чувствительности получаются из уравнений
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Вместе с оценкой вектора неизвестных параметров на каждой итерации необходимо оценивать ковариационную матрицу помехи измерения, которая входит в выражения (3.32) – (3.34). Эту оценку получим из формулы 
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Описанный алгоритм очень прост и может быть легко запрограммирован на ПК.
3.7. Идентификация линейных динамических систем 
      на основе оптимального входа

В последнее время исследователи всё чаще обращаются к методам накопления наиболее информативных измерений. В частности, разработаны методы синтеза D-оптимальных входных сигналов для динамических систем, обеспечивающих получение информативных измерений для наиболее точного оценивания параметров модели, например:
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где 
[image: image130.wmf]()
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 – дискретная белая помеха с нулевым средним и ковариацией R. Предполагается, что модель идентифицируема, устойчива, управляема, наблюдаема. Задача определения D-опти-мального входного сигнала для модели (3.36), (3.37) заключается в том, что необходимо выбрать среди допустимых входов системы такой, использование которого при идентификации обеспечило бы максимальное значение детерминанта информационной матрицы Фишера.

Как следует из математической статистики, каждому входу системы 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image132.wmf]{
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 соответствует определённое значение определителя информационной матрицы оценок неизвестных параметров:
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Если 
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(3.39)

или, что эквивалентно


[image: image137.wmf]1

2

ln()

var()

T

PY

E

-

éù

éù

q

¶

q-q=-

êú

êú

¶q×¶

q

êú

êú

ëû

ëû

)

.




 (3.40)

Предполагается, что производные 
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Ковариационная матрица R помехи измерений
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Оценка по методу максимального правдоподобия минимизирует условную функцию правдоподобия (3.41), так называемой помехи измерения 
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где 
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     (3.42)

Далее                
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Наконец, используя все соотношения, представленные выше, 
запишем выражение для i, j-го элемента информационной матрицы М
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   (3.43)

В соотношении (3.43) второе слагаемое обнулилось вследствие предположения, что помеха измерения имеет нулевое среднее
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где 
[image: image156.wmf]0

 – нулевой вектор.

Теперь D-оптимальный входной сигнал можно получить, минимизируя дисперсию ошибки оценивания путём выбора входного вектора 
[image: image157.wmf]()

k
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t

. Заметим, что минимизация дисперсии ошибки оценивания путём выбора входного сигнала адекватна максимизации детерминанта информационной матрицы Фишера по входным сигналам. При этом нужно помнить, что элементы информационной матрицы (3.43) сами в свою очередь являются функцией оцениваемого параметра 
[image: image158.wmf]q

, поэтому при формировании входного сигнала необходимо использовать априорное значение пара-
метра 
[image: image159.wmf]q

.

3.8. Субоптимальный подход восстановления априорного значения параметров

Пусть динамическая система описывается в виде уравнений (3.35), (3.36). А, В – весовые матрицы состояния и управления, элементы которых могут содержать неизвестные параметры. Задача состоит в приближённом оценивании параметров 
[image: image160.wmf]q

, входящих в матрицы состояния и управления. Рассмотрим один инженерный подход оценивания параметров.

В основу приближённого метода положена известная идея численного дифференцирования экспериментальных данных с целью получения новых данных для левой части соотношения (3.35) и которые вместе с известными входами и приближёнными значениями состояния системы (последние получены на основе данных наблюдения и управления (3.37)) образовала бы систему линейных регрессионных уравнений.

Для повышения точности вычисления производных вначале данные можно сгладить регуляризующим сплайном, а затем эти данные использовать для численного нахождения производных. Далее неизвестные параметры вектора 
[image: image161.wmf]q

, компоненты которых составлены из неизвестных элементов матриц А и В определяются по методу наименьших квадратов. При этом в качестве измерений к уравнению (3.37) используются не только сглаженные, но и дифференцированные сглаженные поведения динамической системы. Первоначальная оценка поведения динамической системы находится по формуле обобщённого МНК.
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Затем полученная оценка поведения динамической системы сглаживают сплайнами. В качестве управляемого параметра в приближённом методе взят «коридор фильтрации» 
[image: image163.wmf]d

, т. е. 
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Увеличение 
[image: image165.wmf]d

позволяет получать более гладкую аппроксимацию (приближение), но аппроксимированное поведение динамической системы может получить значительное смещение на отдельных участках кривой. Уменьшение 
[image: image166.wmf]d

 позволяет получать более близкую кривую к истинной в статистическом смысле, однако в этом случае мы можем перешагнуть границу неустойчивости процедуры дифференцирования для этапа получения левых частей в уравнении (3.37).

Для выбора оптимального коридора может быть задан некоторый интервал 
[image: image167.wmf][
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 и на нём пошаговой проверкой выбрано оптимальное значение 
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. В качестве критерия оптимальности выбора 
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 можно использовать функцию вида 
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где   
[image: image171.wmf](
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