1.5. Активная  идентификация  параметров  
     регрессионного  уравнения
Постановка задачи. Для линейной по параметрам модели объекта, т. е. когда
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где x(t) – известные функции, зависящие от начальных условий и входного сигнала; 
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– стационарный белый шум наблюдений с нулевым математическим ожиданием; 
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 – входной сигнал; 
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 – выходной сигнал; 
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 – вектор неизвестных параметров, несмещенные оценки 
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 с минимально возможной дисперсией могут быть определены с помощью МНК, использование которого при непрерывных измерениях выхода приводит к выражению
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где [0,T] интервал наблюдений; М – информационная матрица Фишера, определяемая выражением
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Цель состоит в определении оценок элементов вектора по результатам измерений входного и выходного сигналов.
Статистические свойства полученных оценок определяются дисперсионной матрицей
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где 
[image: image9.wmf]E

 – операция математического ожидания, 
[image: image10.wmf]2

s

– дисперсия помех измерений.

Очевидно, точность полученной в результате идентифи-кации модели будет определяться статистическими свойствами оценок 
[image: image11.wmf]a
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, которые зависят от вида входного сигнала. Следовательно, выбирая тот или иной входной сигнал, можно получать модели с различными статистическими свойствами, Используя в качестве меры статистической точности модели величину 
[image: image12.wmf]detM

, будем выбирать входной сигнал таким образом, чтобы обеспечить максимальное значение определителю матрицы Фишера 
[image: image13.wmf]M

. Такой сигнал принято называть D-оптимальным.
В качестве модели объекта примем его весовую (импульсную переходную) функцию, полагая, что последнюю можно аппроксимировать конечной суммой с желаемой степенью точности:
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где 
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 – известные базисные функции.

Входной сигнал будем полагать детерминированным, ограниченным по амплитуде:
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Формально постановку задачи можно записать в виде
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Уравнения, описывающие оптимальный входной сигнал. Выходной сигнал объекта для принятой модели (1.19) и нулевых начальных условий определяется выражением
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где 
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Анализ выражений (1.18) и (1.21) показывает целесообразность выбора в качестве переменных состояния компоненты вектора 
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, характеризующих объект.
Теорема. Если выбранный базис 
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 таков, что в области допустимых значений аргумента 
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где 
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 – переходная матрица, которая обладает свойствами
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то для переменной 
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, определяемой выражением (1.22), справедливо дифференциальное уравнение
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причем матрица A(t) и вектор B(t) определяются выражениями
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Надо отметить, что для стационарных объектов весовая функция зависит только от разности аргументов 
[image: image32.wmf]t
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. Рассматривая эту разность как новый аргумент и учитывая, что для стационарных объектов, описанных выражением (1.25), матрица А не зависит от времени, можно показать, что функции, входящие в выражения (1.23), (1.26), (1.27), будут являться только функциями этого нового аргумента и примут вид (при обозначении этого аргумента для простоты возьмем t)
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Отметим также, что условия теоремы всегда выполняются, если набор базисных функций представляет собой набор решений линейного дифференциального уравнения.

Основываясь на этих положениях, получаем систему уравнений, описывающих D – оптимальный входной сигнал:
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где 
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 – множитель Лагранжа, 
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 – матрица, элементами которой являются алгебраические дополнения соответствующих элементов информационной матрицы.

Краевые условия системы (1.29): 
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Численный метод нахождения D-оптимального входного сигнала. Система (1.29) решается аналитически лишь в простейших случаях. Для численного нахождения оптимального сигнала
можно использовать метод конечно-разностной аппроксимации. При этом дифференциальное уравнение для вектора состояния заменяется разностным:
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где




[image: image43.wmf]()(),()(),

(),(),

0,,/;

kk

xkxktukukt

AIAktDtBkt

kNNTt

=×D=×D

=+×D=D××D

==D

%



[image: image44.wmf]t

D

– шаг численного интегрирования.

Затем, с учетом начального условия x(0)=0, значения 
[image: image45.wmf]()

xk

последовательно выражаются в соответствии с формулой (1.30) через значения 
[image: image46.wmf]()

uk

. При этом получаем:
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или в матричной форме
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а матрица Р определяется в соответствии с выражением (1.31). При проведении аппроксимации для 
[image: image51.wmf],
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-го элемента информационная матрица имеет вид
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т. е. полностью определяется компонентами вектора Z. Очевидно, при известных и, А, B можно найти матрицу Р, вектор Z и элементы информационной матрицы, по которым можно определить величину функционала – выбранного критерия оптимальности (det M).
Учитывая, что в соответствии с системой (1.29) оптимальный входной сигнал на интервале [О,T] принимает только значения ±1, вектор u0, определяющий этот сигнал, в данном случае будет являться одной из вершин (задаваясь N координатами) 2N -мерного единичного гиперкуба.
Исходя из изложенного можно предложить алгоритм поиска оптимального входного сигнала, суть которого заключается в последовательном обходе вершин гиперкуба в направлении возрастания det M. Правилом останова служит нахождение такой вершины (
[image: image53.wmf]0

u

), для которой все соседние имеют меньшие значения критерия. Заметим, что при поиске оптимального сигнала надо учитывать возможность предложенного алгоритма останавливаться на локальных максимумах (сходимость алгоритма, учитывая конечное число вершин гиперкуба, всегда обеспечивается), т. е. надо осуществлять поиск из различных начальных точек.

D – и G – оптимальные планы. Как уже говорилось, точность оценок параметров однозначно характеризуется дисперсионной матрицей. Поэтому одним из критериев, связанных с точностью оценок параметров, для оптимальности планов является критерий D-оптимальности.

Определение. План 
[image: image54.wmf]*
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 называется D-оптимальным, если 
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, т. е. оптимальный план максимизирует определитель информационной матрицы.

Кроме того, применяются критерии оптимальности, связанные с точностью оценок отклика. Дисперсия оценок отклика 
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 G-оптимальности плана основана на минимизации максимума этой функции, т. е.
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Определение. План 
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 называется G-оптимальным, если 
[image: image59.wmf]minmax(,)

x

dx

*

e

e=e

.

Теорема эквивалентности. Следующие утверждения эквивалентны:

1. План 
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максимизирует 
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 (D-оптимальный).

2. План 
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 минимизирует 
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Таким образом, данная теорема дает критерий D- и 
G-оптимальных планов.

Построение D-оптимального тестирующего сигнала и 
D-оптимальных планов на его основе для базиса разложения весовой функции Лагерра. Функция Лагерра имеет вид
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[image: image66.wmf]a-

параметр функции Лагерра.

Данный базис удовлетворяет условиям теоремы. Для него
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На основе изложенной выше теории и приведенных исходных данных была написана программа для построения D-оптималь-ного плана эксперимента.

Алгоритм построения D-оптимального плана. Матрица состояния X сформирована для D-оптимального сигнала, начальное распределение весов задано.

1. Строим информационную матрицу плана М.

2. Определяем 
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3. Определяем значения критерия 
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4. Перенос одного измерения в точку 
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N – число точек в плане, j – количество итераций.

5. Если 
[image: image74.wmf]()(1)

()

jj

j

MM

ps

M

e-e-

<e

e

 ,

где 
[image: image75.wmf]ps

e

– заданная точность, то D-оптимальный план построен; иначе шаг 1.

Алгоритм программы 

1. Задание размера базиса.

2. Задание параметра функции Лагерра.

3. Задание матрицы А и вектора b.

4. Задание начального сигнала.

5. Задание начального распределения весов: все точки имеют веса 1/(N-1).

6. Построение матрицы состояния 
[image: image76.wmf][(1)|(2)|...|()]
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 согласно (1.30).

7. Вычисление информационной матрицы 
[image: image77.wmf]i
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согласно (1.32).

8. Вычисление 
[image: image78.wmf]1
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9. Для I=1 до N-1 выполнить
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построение матрицы X ; {матрица состояния}

построение 
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шаг 9 для нового сигнала; иначе 
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конец.
Результат D-оптимальный тестирующий сигнал. Результаты расчетов показывают:

1) совпадение полученного сигнала с ожиданием;

2) независимость полученного D-оптимального сигнала от параметров функций Лагерра 
[image: image85.wmf]a

 для m = 1,2.

3) построенные D-оптимальные планы отвечают критерию 
D-оптимальности с заданной точностью;

4) точки оптимального плана примерно совпадают с моментами смены знака сигнала.

Ожидаемые значения сигналов
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Задание для индивидуальной работы

При решении задач анализа систем, идентификации и оптимального управления могут использоваться полиномы Чебышева, Лежандра, Якоби и Лагерра. Описанный выше алгоритм использовать для нахождения D-оптимального тестирующего сигнала для базисов из функций: а) Чебышева; б) Лежандра; 
в) Якоби.

1.6. К вопросу динамизации регрессионных моделей

Регрессионные модели, по сути, имеют статический характер в том смысле, что параметры регрессии считаются не изменяющимися, хотя в уравнение и включались переменные, зависящие от времени. Экономические процессы всегда отличает большая подвижность, поэтому предположение о постоянстве коэффициентов в экономических моделях является нереалистичным.

Действительно, меняется со временем структура потребительского спроса вместе с ростом доходов, движением цен, появлением на рынке потребительских товаров-новинок. Меняется склонность к потреблению и сбережению, меняется кредитно-финан-совая политика, меняются механизмы управления и методы балансирования спроса и предложения. Именно поэтому является актуальной проблема динамизации регрессионных моделей. 

В экономических исследованиях областью применения динамической регрессии, моделей в форме пространства состояний может быть как хозяйственная деятельность фирмы, района, города, области, так и макроэкономические показатели на уровне республики, страны, международных экономических отношений. 

2. ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ АВТОРЕГРЕССИИ (АР)

2.1. Оценивание параметров
Как свидетельствует накопленный опыт проектирования систем управления, построить математическую модель, адекватную реальной системе, только на основе теоретических исследований нельзя. Этап проектирования, включающий в себя получение или уточнение математической модели системы по экспериментальным данным, называется идентификацией системы с помощью математической модели.

В настоящем разделе рассмотрена простейшая модель регрессионного типа с учетом аддитивных коррелированных, марковских шумов измерения первого порядка. В случае некоррелированных шумов оптимальные оценки параметров определяются на основе МНК. Если спектральная плотность не задана или же шумы коррелированы, то для решения задачи идентификации разработан подход, гарантирующий требуемую точность оценок параметров, использующий метод последовательных оценок МНК для параметров авторегрессии. 

� EMBED Equation.DSMT4  ���
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