ВВЕДЕНИЕ

Эконометрика – математическая дисциплина, которая на основе статистических методов делает попытки установить количественные взаимосвязи между экономическими переменными. Численные значения экономических переменных (показателей, в частности) в эконометрике оцениваются, в основном, по статистическим данным наблюдений. В эконометрике можно выделить два направления – эконометрические методы вообще и приложение построенных эконометрических моделей к конкретным экономическим задачам. В данном учебном пособии затронуты вопросы построения моделей регрессионного характера на основе статистического анализа данных, а также анализ временных рядов с последующим построением динамических моделей.

Эконометрические регрессионные и динамические уравнения, описывающие взаимосвязи между экономическими переменными, нашли применение при решении таких проблем экономической теории, как разработка производственной функции, регрессионный и динамический анализы спроса и предложения, создание моделей микро- и макроэкономики, моделей финансовых рисков и т.д.

В учебном пособии рассмотрены структуры моделей регрессионного и динамического характеров и обсуждаются некоторые методы пассивного и активного оценивания параметров.

Синтез математики, экономики, статистики и компьютерных технологий сделал эконометрику потенциально мощным инструментом. С помощью эконометрики можно получать количественные прогнозы экономических переменных, можно опровергнуть нереалистические экономические гипотезы, принимать наиболее верные решения в условиях рисковых ситуаций и т.д.

Материал изложен популярно, рассмотрены простейшие случаи, включая иллюстративные варианты моделей. 

1. ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ И ТРАДИЦИОННЫЕ МОДЕЛИ С РЕГРЕССИОННОЙ И ДИНАМИЧЕСКОЙ СТРУКТУРАМИ ДЛЯ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

1.1. Простейшие задачи в эконометрике

Производственная функция. Классической проблемой эконометрики является проблема построения производственной функции или технологических взаимосвязей в производстве между выпуском продукции и затратами. В этой связи одним из основных объектов экономической теории является фирма, определяемая как некоторая система (организация), осуществляющая затраты экономических факторов, таких, как земля, труд, капитал и т.д., для изготовления продукции и услуг, которые она затем продает потребителям или другим фирмам. Задача рационального ведения хозяйства, с которой встречается фирма, заключается в определении количества продукции и расчете необходимых для ее выпуска затрат с учетом технологической связи между ними.

Технологическая связь между выпуском продукции и затратами называется производственной функцией:
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 – производственные затраты того или иного производственного фактора; 
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– неизвестные параметры. Производственная функция представляет собой отражение любого вектора затрат в единственное неотрицательное число, а именно, рациональный выпуск, который может быть получен при использовании этого вектора затрат 
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Если 
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 зависит от параметров 
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 линейно, то можно использовать следующую модель производственной функции:
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Наиболее простые примеры производственной функции с двумя факторами:

– линейная функция 
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– функция Кобба – Дугласа 
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– квадратичная функция 
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Линейная производственная функция 
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 предполагает постоянную пропорциональную замену одного фактора другим. Осуществляется поиск наиболее существенных факторов. Далее внимание концентрируется целиком на одном из факторов.

В функции Кобба – Дугласа 
[image: image15.wmf]12

12

bb

yaxx

=××

 параметры 
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 представляют собой эластичность выпуска в отношении одного из факторов, т. е. пропорциональное увеличение 
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 в связи с пропорциональным увеличением только 
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 или 
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. При этом другой фактор остается без изменения.

Квадратичная функция дает правдоподобный результат при условии
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Кроме того, величины 
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 или 
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, дающие отрицательные значения 
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, теряют смысл.

На практике эти функции используются с некоторыми модификациями. Оценка неизвестных параметров регрессионных и динамических моделей достигается с помощью методов регрессионного анализа (на сегодняшний день уже классических) , применяемого к данным наблюдениям. Эти данные могут быть, в частности, временным рядом. В качестве данных выступают индексы объемов производства, индексы цен стоимостных показателей. Труд обычно измеряется числом рабочих мест или числом затраченных на производство человеко-часов. Измерение капитала сталкивается с большими трудностями, так как обычно нет официально опубликованных данных. Поэтому становится необходимым оценить (в качестве предварительного измерения) основной капитал на основе прошлых инвестиций и представить их не в номинальном, а в реальном стоимостном измерении.

Функция спроса. Одним из основных понятий микроэкономичес-кой теории является понятие потребитель, определяемое как некото-рая группа индивидуумов, распределяющая свой доход на покупку и потребление товаров и услуг. Проблема рационального ведения хозяйства потребителя заключается в решении вопроса о том, 
какое количество каждого наличного товара или услуг он должен приобрести при заданных ценах и известном доходе.

Взаимосвязь между спросом на товар (или товары) и факторами, влияющими на спрос, называется функцией спроса. В частности, к таким факторам, влияющим на спрос, обычно относят: цену товара (цены товаров) и доход тех групп потребителей, которые охвачены анализом на рынке предложений. Помимо этого нужно учитывать цену замены товара, общий уровень цен, распределение дохода, запасы товара у потребителей и т.д.

Предположим, существует конечное число наличных товаров 
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– цена товара 
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– спрос на товар 
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 – денежный доход, 
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 – неизвестные параметры. Функция спроса (
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) на каждый товар характеризует количественные значения спроса как функцию от цен на все товары (
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Важным свойством функции спроса является ее инвариантность по отношению к пропорциональным изменениям цен и дохода.

При исследовании спроса пользуются двумя основными источниками информации: семейным бюджетом и данными рынка. Рыночные данные – это статистические данные о количестве купленного товара, ценах реализации и т.д. публикуются обычно в виде временных рядов. Совокупность семейных бюджетов получается в результате специальных обследований, которые проводятся выборочно, на добросовестной основе. Исследование семейного бюджета не является регулярным, а осуществляется время от времени. Анализ семейных бюджетов чаще начинают с изучения средних показателей, характеризующих различные группы семей. В качестве индикатора дохода часто рассматривают общую сумму расходов 
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– расходы на товар 
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, то общая сумма расходов определяется как сумма: 
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Функция взаимосвязи дохода и расхода. Большое значение для понимания моделей рыночной экономики имеет анализ взаимосвязей экономических факторов. В частности, многих исследователей экономических процессов интересуют вопросы взаимосвязи временных рядов среднедушевого расхода на конечное потребление. Пусть имеются данные о таких доходах и расходах на некотором интервале времени. В этом случае может стоять проблема определения тесноты связи между изучаемыми временными рядами и определения предельной склонности к потреблению за рассматриваемый период. 

По этим данным, например, можно определить параметры модели авторегрессии вида
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где 
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 – среднедушевой располагаемый доход; 
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 – среднедушевые расходы на конечное потребление; 
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 – случайные ошибки; 
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 – неизвестные параметры.

Для оценивания неизвестных параметров при определенных условиях можно использовать, в частности, метод наименьших параметров (МНК).

1.2. Временной ряд и его cоставляющие

Наблюдения над некоторым случайным процессом 
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, характер которого меняется во времени, порождает упорядоченную последовательность 
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, называемую временным рядом. Во временных рядах наблюдения статистически зависимы и характер этой зависимости может определяться положением наблюдений в этой последовательности.

Всякий случайный процесс описывается некоторыми харак-теристиками, важнейшими из которых являются среднее значение или математическое ожидание процесса 
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, дисперсия процесса 
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, функция корреляции процесса 
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. Для стационарных случайных процессов эти характеристики не зависят от начала отсчета времени наблюдения, среднее значение вообще от времени не зависит, а функция корреляции зависит только от разности моментов времени. Большинство реальных процессов являются нестационарными, т. е. их характеристики меняются со временем. Эти изменения могут быть сравнительно плавными, либо скачкообразными. Плавные изменения характеристик случайных процессов получили название тренда (систематическое изменение этих характеристик). Скачкообразные изменения характеристик случайного процесса получили название разладки этих характеристик. Задачи выделения тренда и обнаружения разладки характеристик случайного процесса – одни из основных задач анализа временных рядов.

Наиболее часто приходится выделять тренды среднего значения случайного процесса. В экономике с задачей выделения тренда среднего значения приходится сталкиваться при обработке статистических данных. Состояние экономики характеризуется некоторыми показателями, их изменения во времени образуют временной ряд. Выделение тренда среднего значения позволит анализировать процессы, происходящие в экономике, прогнозировать состояние этих показателей на некоторое время вперед.

Типичные временные ряды в экономике могут складываться из трех составляющих:

а) тренд или систематическая составляющая;

б) колебания относительно тренда с большей или меньшей регулярностью (сезонная составляющая);

в) случайная «несистематическая» или «нерегулярная» составляющая, представляющая собой стационарный случайный процесс.

Наиболее простым для обнаружения, выделения и изучения является эффект сезонности. Он связан с изменениями, накладываемыми на исследуемое явление неким циклическим механизмом, внешним по отношению к основным факторам, определяющим данное явление или процесс.

При выделении тренда (некоторая функция времени) его аппроксимируют полиномом некоторой степени и оценивают коэффициенты этого полинома или применяют технику аппроксимации сплайнами. Под аппроксимацией сплайнами понимают способ кусочно-полиномиального приближения непрерывных функций. В этом случае область изменения аргумента [О,Т] делится на (1+m) интервалов точками 
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 аппроксимирующая функция изображается полиномом фиксированной степени q. В точках, 
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 требуется выполнение условия непрерывности аппроксимируемой функции (тренда) и ее (q-1)-х производных. 

1.3. Модели временных рядов и их анализ

Достаточно общей моделью временного ряда служит модель вида
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Здесь 
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 – последовательность полностью детерминированная  или систематическая составляющая ряда, 
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 – случайная последовательность, подчиняющаяся некоторому вероятностному закону. Компоненты 
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 наблюдаемого ряда (1.1) ненаблюдаемы и являются теоретическими величинами. По смыслу 
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 есть среднее значение 
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– отклонение от среднего значения.

Существуют различные варианты модели (1.1):

– влияние времени только на 
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;

– влияние времени только на 
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;

– влияние времени и на 
[image: image62.wmf]()

ft

 и на 
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В первом случае имеем дело с моделью ошибок, в которой наблюдение рассматривается как результат независимых случайных отклонений от некоторой функции, представляющей собой тренд или систематическое изменение. Во втором случае – с последовательностями зависимых случайных величин или со стационарными случайными процессами типа процессов авторегрессии. В третьем случае –  с моделями, в которых на тренд накладывается случайная составляющая.

Модель ошибок. 
Пусть в (1.1) 
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 и значения 
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 в различные моменты времени некоррелированы. Тогда всякую зависимость от времени приходится включать в систематическую составляющую 
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, которая зависит от неизвестных параметров и от известных величин, меняющихся со временем. В этом случае 
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 называется функцией регрессии. Можно выделить два типа временных трендов 
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– полиномиальный тренд 
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– тригонометрический тренд 
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Модель линейного фильтра. Временные ряды, в которых последовательные значения сильно зависимы, целесообразно рассматривать как генерируемые последовательностью независимых импульсов 
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. Эти импульсы – реализации случайных величин с фиксированным распределением, которое обычно предполагается нормальным с нулевым математическим ожиданием и постоянной дисперсией. Такая последовательность случайных величин 
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 называется в технической литературе «белым шумом». Предполагается, что белый шум 
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 можно трансформировать в процесс 
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 при помощи линейного фильтра. Операция линейной фильтрации заключается в вычислении взвешенной суммы предыдущих наблюдений:
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где 
[image: image78.wmf]m

 – параметр, определяющий «уровень» процесса; 
[image: image79.wmf](
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 – линейный оператор, преобразующий 
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 в 
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. Последовательность 
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, образованная весами, теоретически может быть конечной или бесконечной. Если эта последовательность сходящаяся, то фильтр называется устойчивым, а процесс 
[image: image83.wmf]t
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 будет стационарным. В этом случае параметр 
[image: image84.wmf]m

 играет роль среднего значения, около которого варьирует процесс. Не теряя общности, можно считать, что среднее 
[image: image85.wmf]m

 равно нулю.

Модели авторегрессии. Пусть текущее значение процесса выражается как конечная линейная совокупность предыдущих значений процесса и импульса 
[image: image86.wmf]t
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. Обозначим значения процесса в равностоящие моменты времени 
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называется процессом авторегрессии порядка 
[image: image90.wmf]p

. Такое название объясняется тем, что линейная модель
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связывающая «зависимую » переменную 
[image: image92.wmf]z

 с множеством «независимых» переменных 
[image: image93.wmf]12
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 и ошибкой 
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, часто называется регрессионной моделью.

Поскольку в (1.3) переменная 
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 регрессирует на своих предшествующих значениях, она называется моделью авторегрессии. Если определим оператор авторегрессии порядка 
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то модель авторегрессии запишется в виде 
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Эта модель содержит р + 2 неизвестных параметров 
[image: image99.wmf]2
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 которые на практике следует оценивать по наблюдениям. Параметр 
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 есть дисперсия шума 
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, параметр 
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 – среднее значение процесса 
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. Нетрудно заметить, что модель авторегрессии является частным случаем модели линейного фильтра (1.2). 

Процесс авторегрессии 1-го порядка имеет вид 
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где 
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 – параметр авторегрессии. Если мы хотим предсказать 
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[image: image107.wmf]121

,,...,

t

yyy

-

 и параметру 
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, то наилучшим прогнозом в смысле среднеквадратической ошибки будет 
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Следовательно, в данной модели знание предшествующих наблюдений оказывает помощь в предсказании 
[image: image110.wmf]t
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. 
Модели скользящего среднего. Другой тип моделей, имеющих большое значение в описании наблюдаемых временных рядов, – это так называемый процесс скользящего среднего. Пусть 
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 линейно зависит от конечного числа q предыдущих значений величины 
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. Такой процесс
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(1.5)
называется процессом скользящего среднего порядка q или CC(q). Если определить оператор скользящего среднего порядка q как 
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то модель скользящего среднего можно записать как 
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Эта модель содержит q + 2 неизвестных параметров 
[image: image116.wmf]2
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 которые можно оценить на практике по наблюдениям.

Для достижения большей гибкости в подгонке моделей к наблюдаемым временным рядам иногда целесообразно объединять в одной модели и авторегрессию, и скользящее среднее. Смешанная модель (АРСС)
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содержит p+q+2 неизвестных параметров 
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которые оцениваются по наблюдениям.

Модели со случайным трендом. Типичный экономический временной ряд может складываться из тренда и эффекта сезонности, из колебаний относительно тренда с большей или меньшей регулярностью и «нерегулярных» или случайных компонентов, образующих процесс 
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. В этом случае временной ряд можно представить в виде двух компонентов
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где величина 
[image: image122.wmf]t

n

 генерируется случайным неавтокоррелированным процессом с нулевым средним и конечной дисперсией 
[image: image123.wmf]2

s

, а величина 
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 может быть случайным процессом или комбинацией детерминированной случайной функции времени. В общем случае дисперсия шума 
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 может зависеть от времени и даже являться случайным процессом. Величину 
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 иногда называют уровнем ряда в момент t, а закон эволюции уровня во времени – трендом. Примером случайного тренда может служить модель
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где 
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 – некоторое начальное значение; 
[image: image129.wmf]k

U

 – случайная переменная.

Модели в пространстве состояний. 
Одним из популярных подходов математического описания динамических систем на современном этапе является описание этих систем в пространстве состояний. При этом чаще всего используют конечно-разностные и дифференциальные уравнения в форме Коши, т. е. разрешенные относительно первых разностей (первых производных). Описание систем в пространстве состояний позволяет с единых позиций рассмотреть различные системы – как линейные, так и нелинейные дискретные и непрерывные. 

Конечно-разностные модели в форме Коши. Как известно, линейное конечно-разностное уравнение высокого порядка всегда можно заменить системой конечно-разностных уравнений первого порядка, выраженных в форме Коши, т. е. разрешенных относительно первых разностей. Исходя из этого широкий класс стационарных линейных систем может быть описан моделью в стандартной форме:


[image: image130.wmf]0

(1)()()(),(0);

()()(),1,2,3,...

xtFxtGutwtxx

ytHxtvtt

+=++=

=+=

 

   (1.9)

где 
[image: image131.wmf](),(),(),(),()
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 – соответственно векторы откликов измерителей, переменных состояния, управляющих входных сигналов, шума системы, ошибок наблюдений (измерений).

Матрицы 
[image: image132.wmf],,

FGH

 не зависят от времени, т. е. являются постоянными. Они включают неизвестные параметры модели, подлежащие оцениванию. Таким образом, модель в форме (1.9) является параметрической. Ее называют также канонической формой модели стационарной линейной стохастической системы с дискретным временем. Если система нестационарна, то матрицы 
[image: image133.wmf],,
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 будут зависеть от 
[image: image134.wmf]t

.

Дифференциальные модели в форме Коши. Из всех типов динамических моделей, основанных на дифференциальных уравнениях, наибольшее применение находят модели в виде систем обыкновенных линейных дифференциальных уравнений первого порядка в форме Коши, иными словами, модели, разрешенные относительно первых производных.

Стационарная линейная непрерывно-дискретная модель динамической системы в довольно общей форме имеет вид:
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где 
[image: image136.wmf]()
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 – вектор производных от переменных состояния, 
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 – дискретные моменты времени на заданном отрезке 
[image: image138.wmf][,]
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Матрицы 
[image: image139.wmf],,

FGH

 для стационарной системы не зависят от времени и, как правило, включают параметры, подлежащие оцениванию. Заметим, что параметры могут входить и в начальные условия. 

В дальнейшем познакомимся с методами оценивания параметров и анализа различных моделей, аппроксимирующими исходный временной ряд. 

В тех случаях, когда тренд 
[image: image140.wmf]()
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 имеет определенную структуру и определяется конечным числом параметров (модель (1.1)), для исследования временных рядов используется регрессионный анализ, в рамках которого решают задачу статистического вывода о значениях этих параметров, а именно, какую степень аппроксимирующего полинома следует выбрать, какие из слагаемых полинома можно исключить.

Если тренд описывается не столь точно (модель (1.2)), если временной ряд описывается процессом авторегрессии {модель (1.3)) или процессами скользящего среднего (модель (1.5)), то при анализе этих моделей возникает задача статистического оценивания параметров модели, задача проверки гипотез относительно значений этих параметров, наконец, решается вопрос о выборе порядка р или q модели. Лишь после ответа на эти вопросы можно решать задачу прогнозирования будущих значений ряда по его предыдущим значениям. Эти же проблемы возникают и в задачах, где используются описания систем в форме моделей пространства состояний.

Экономические процессы являются, как правило, нестационарными. Для увеличения точности прогнозов экономического развития в условиях неопределенности и неполной информации, в условиях изменяющейся информации могут быть полезны адаптивные прогностические модели, способные непрерывно учитывать эволюцию динамических характеристик изучаемых процессов.

Прогнозная модель – это модель, аппроксимирующая тренд. Прогнозы – это оценки будущих уровней ряда. Последовательность прогнозов для различных периодов упреждения 
[image: image141.wmf]1,2,...,
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 и составляет оценку тренда. Под краткосрочным прогнозом в экономике понимают прогноз с периодом упреждения до одного года. При среднесрочном прогнозировании используются ежегодные данные, а прогноз строится, на 5–10 лет вперед. Для краткосрочного прогнозирования используются методы экспоненциального сглаживания, для среднесрочного прогноза – методы выравнивания и экстраполяции тренда, использующие аппарат регрессионного анализа. Методы регрессионного анализа помимо самого прогноза дают важнейшую характеристику качества прогноза, выраженную в виде стандартной ошибки прогноза и его доверительного интервала. Для стохастических моделей пространства состояний прогноз может корректироваться с помощью аппарата фильтра Калмана.

1.4. Оценивание параметров в регрессионных моделях

Пусть регрессионная модель представлена в виде
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Аргумент (t) – момент времени, который характеризует то, что значения переменных в экономических исследованиях обычно измеряются (наблюдаются) в дискретные моменты времени.

Данное уравнение может быть компактно записано в матричной форме следующим образом:
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где 
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В (1.13) 
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, в противном случае равно нулю. В матричном виде эти условия выглядят так:
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где 
[image: image158.wmf]N

I

 – единичная матрица размером 
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. Кроме того, ранг матрицы X равен n < N, т. е. не существует строгой линейной зависимости между экзогенными переменными. Для оценивания коэффициентов уравнения (1.11) можно применить МНК. Пусть 
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 есть вектор-столбец оценок вектора коэффициентов (
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). Тогда 
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где 
[image: image163.wmf]e

– вектор-столбец остатков. Сумма квадратов ошибки 
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является мерой качества уравнения (1.15). Для нахождения значения (
[image: image165.wmf]a

)

), нужно приравнять нулю первую производную от (1.16) по (
[image: image166.wmf]a
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). Тогда получим систему уравнений в матричном виде
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Решением этой системы является вектор 
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Поскольку оценка (
[image: image169.wmf]a

)

) представляет собой линейные функции от Y, то, как и Y, эти оценки являются случайными величинами. Поэтому исследователям известно (из курса математической статистики), что оценки МНК несмещенные, т. е. 
[image: image170.wmf]{
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, и оценки МНК имеют наименьшую дисперсию по сравнению с любыми другими линейными оценками регрессии данного класса, т. е. являются эффективными. Кроме того, дисперсия оценок коэффициентов регрессии стремится к нулю с возрастанием (N), т. е. оценки МНК состоятельны.

Без вывода приведем формулу для несмещенной оценки дисперсии:
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которая позволяет находить оценку дисперсии неизвестных параметров модели:


[image: image172.wmf](

)

(

)

2

11

2

1

()

cov()

N

TT

t

t

WaXXXX

Nk

--

-

e

==s=×

-

å

)

))

 ,


[image: image173.wmf](

)

2

1

1

()

()

N

T

t

iii

ii

t

DaWXX

Nk

-

=

e

==×

-

å

))

)

 .

После оценивания параметров регрессионного уравнения проверяется его обоснованность, значимость коэффициентов, свойство остатков, другими словами, проверяется адекватность выбранной регрессионной модели реальным данным.

Для проверки значимости коэффициентов регрессии необходимо потребовать, чтобы ошибки v(t) были распределены нормально или асимптотически нормально. Тогда элементы вектора неизвестных параметров (
[image: image174.wmf]a

)

) удовлетворяют многомерному нормальному распределению.

Важным показателем качества регрессионного уравнения является коэффициент детерминации
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где 
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Этот коэффициент показывает, какую часть дисперсии колебаний эндогенной (зависимой) переменной относительно 
[image: image178.wmf]_

Y

удается «объяснить» колебаниями экзогенных (независимых) переменных x(t-1),x(t-2),…,x(t-n).

Если снять требования постоянства дисперсии возмущений и отсутствия корреляции между ними, то условие 
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 нужно заменить на более общее условие 
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, где 
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 останется неизвестным параметром, а 
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–известная симметрическая положительно определенная матрица размера 
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. Для оценивания этой модели служит обобщенный МНК (ОМНК). В соответствии с ним оценка 
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 определяется формулой
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Эта оценка является несмещенной линейной оценкой вектора а, имеет наименьшую дисперсию в классе линейных оценок и характеризуется ковариационной матрицей
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Несмещенная оценка коэффициента 
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 имеет вид
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В развивающейся экономике старые взаимосвязи различных факторов, характерные для нормальных периодов, утрачивают свое значение. Такие изменения желательно учесть в модели в явном виде. Достигается это неравноценным отношением к ошибкам уравнения в начале и в конце выбранного периода. В этом случае оценки регрессионной модели (1.11) получаются минимизацией взвешенной суммы квадратов и остатков
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где 
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 – веса,
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Такой метод оценивания называется взвешенным МНК. Оценка вектора коэффициентов модели определяется формулой 
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где 
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 – весовая матрица.

Особой популярностью пользуются веса, геометрически убывающие с течением времени. В этом случае весовая функция имеет вид 
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, где 0<q<1, а минимизируется сумма 
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. Что касается выбора величины q , то она считается известной.

При статическом оценивании параметров регрессионных или динамических моделей наряду с МНК применяется и принцип максимального правдоподобия или, иначе, метод максимального правдоподобия (ММП). Этот метод позволяет исключить недостатки взвешенного МНК, связанные с необходимостью знать априори дисперсии и ковариации случайных ошибок. Применяя этот метод, можно оценить не только параметры модели, но и дисперсии и ковариации случайных ошибок. Правда, за это приходится «платить». А «плата» состоит в том, что ММП требует априорных знаний о законе распределения вероятностей случайных ошибок (что для МНК, кстати, не требовалось). В этом отношении ММП предполагает более высокий уровень априорной информации, чем МНК.

ММП успешно применяется при оценивании параметров, особенно современных динамических моделей, у которых модель состояния системы выражается конечно-разностными или дифференциальными уравнениями и включает шум динамики исследуемого объекта. 
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