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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 

МОДЕЛИ И СТРУКТУРНЫЕ СХЕМЫ СИСТЕМ 

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

1.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Цель работы – изучение методов построения математиче-

ских моделей элементов и систем автоматического управления 

(САУ) во временной и частотной области и приобретение прак-

тических навыков в построении, преобразовании и упрощении 

структурных схем и в получении математических моделей САУ. 

1.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Исчерпывающим математическим описанием элементов и 

САУ являются дифференциальные уравнения во временной об-

ласти и передаточные функции в частотной области. В работе 

рассматриваются только линейные САУ, которые описываются 

системами обыкновенных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами. 

Для элемента (системы) с одним входом и одним выходом 

дифференциальное уравнение имеет вид: 

         
         tvbtvbtvbtvb

tyatyatyatya

mm
mm

nn
nn











1
1

10

1
1

10




 , (1.1) 

где a0, a1,, an, b0, b1,, bm – коэффициенты дифференциального 

уравнения; 

v(t) – входная переменная элемента (системы); 

y(t) – выходная переменная элемента (системы). 

1.2.1 Получение передаточной функции по дифференциаль-

ному уравнению 

Передаточные функции элементов (САУ) получаются на ос-

нове операторного метода, который базируется на преобразова-

нии Лапласа. Преобразование Лапласа задаётся интегралом вида: 

  




0

)()()( dtetxtxLpX pt ,   (1.2) 
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Интеграл Лапласа (1.2) устанавливает соответствие между 

функциями действительной переменной t (x(t)) и функциями 

комплексной переменной p (X(p)). 

 jp ,    (1.3) 

где j – мнимая единица, 1j ; 

 – круговая частота. 

Функция x(t) называется оригиналом, а функция X(p) её 

изображением по Лапласу. 

Из основных свойств преобразования Лапласа в работе ис-

пользуются следующие: 

– свойство линейности: 

а) )()()()( 11 paXpXtaxtx  ,   (1.4) 

б) )()()()( 2121 pXpXtxtx  ;   (1.5) 

– свойство дифференцирования оригинала: 

)(
)(

pXp
dt

txd
L n

n

n










,   (1.6) 

– свойство интегрирования оригинала: 

p

pX
dttxL

t )(
)(

0









 ,    (1.7) 

– теорема запаздывания: 

  )()( pXetxL p ,   (1.8) 

где  – время чистого запаздывания. 

Передаточной функцией W(p) называется отношение изоб-

ражения по Лапласу выходной переменной к изображению по 

Лапласу входной переменной при нулевых начальных условиях, 

то есть 

nn
nn

mm
mm

apapapa

bpbpbpb

pV

pY
pW












1
1

10

1
1

10

)(

)(
)(




,  (1.9) 

Выражение (1.9) показывает, что передаточная функция 

САУ является правильной дробно-рациональной функцией, у ко-
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торой m  n. Для отдельных элементов САУ это условие может 

не выполняться. 

Для получения передаточной функции исходное дифферен-

циальное уравнение (1.1) записывается в операторной форме с 

учётом свойств преобразования Лапласа, т. е. выражение (1.1) 

принимает вид: 

)()()()(

)()()()(

1
1

10

1
1

10

pVbppVbpVpbpVpb

pYappYapYpapYpa

mm
mm

nn
nn














, (1.10) 

После этого изображения переменных выносятся за скобки, 

т. е. 

))((

))((

1
1

10

1
1

10

mm
mm

nn
nn

bpbpbpbpV

apapapapY














,  (1.11) 

Передаточная функция W(p) (1.9) получается делением по-

линома правой части в формуле (1.11) на полином левой части. 

Получение дифференциального уравнения по передаточной 

функции W(p) осуществляется в обратной последовательности. 

1.2.2 Структурные схемы систем автоматического управ-

ления 

Структурная схема – это графическое изображение системы, 

отображающее системы дифференциальных уравнений, описы-

вающих процессы, протекающие в системе. Основными элемен-

тами структурной схемы САУ являются динамическое звено, 

суммирующее звено (сумматор) и узел. 

Динамическое звено представляет собой математическую 

модель элемента системы (или части сложного элемента), кото-

рая отображает его динамические свойства, а не физическую 

сущность происходящих в них процессов. Динамическое звено 

является звеном однонаправленного действия, т. е. воздействия 

передаются только в одном направлении от входа к выходу и 

имеет по одной входной и выходной переменных. 

Динамическое звено на структурной схеме изображается в 

виде прямоугольника (рисунок 1.1), внутри которого записывает-

ся передаточная функция. Изображение выходной переменной 

динамического звена определяется по выражению: 



10 

 

)()()( 12 pXpWpX  .    (1.12) 

X    1    (    p    )    X    2    (    p    )    
W    (    p    )    

 

Рисунок 1.1 – Динамическое звено 

Сумматор предназначен для суммирования (вычитания) не-

скольких переменных. Изображается в виде окружности, разде-

лённой на сектора (рисунок 1.2). При этом используются два спо-

соба указания знака слагаемых. В первом случае отрицательные 

слагаемые отмечаются знаком «–» у острия стрелки (рисунок 

1.2, а), а во втором закрашивание сектора черным цветом, к кото-

рому подходит стрелка (рисунок 1.2, б). В работе рекомендуется 

использовать второй способ. 

X    2    (    p    )    Y    (    p    )    

X    1    (    p    )    

X    3    (    p    )    

+    

+    
-    

X    2    (    p    )    Y    (    p    )    

X    1    (    p    )    

X    3    (    p    )    
 

  а)      б) 

Рисунок 1.2 – Сумматор 

Выходная переменная сумматора, представленного на ри-

сунке 1.2 определяется по формуле: 

)()()()( 321 pXpXpXpY  .   (1.13) 

Узел (точка разветвления) изображается на структурной 

схеме в виде точки (рисунок 1.3). Всем отходящим от узла стрел-

кам соответствует одна и та же величина. 
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X    (    p    )    

X    (    p    )    

X    (    p    )    

X    (    p    )    

 

Рисунок 1.3 – Узел 

Связи на структурных схемах изображаются стрелками, от-

ходящими от узлов или выходов и подходящими к сумматорам 

или входам. 

Общие правила составления структурных схем: 

1. Структурная схема обязательно должна иметь входные и 

выходные внешние переменные (связи), задаваемые из физиче-

ских соображений. 

1. Каждая входная переменная является независимой функ-

цией и должна иметь только один вход в структурную схему. 

3. Выходная переменная может замыкаться внутри струк-

турной схемы и иметь выход в виде ответвления или не замы-

каться внутри структурной схемы. 

4. Все внутренние связи, определяемые системой должны 

обязательно иметь входы и выходы. 

Структурные схемы получаются либо на основе функцио-

нальных схем САУ и математических моделей функциональных 

элементов, либо только из математических моделей (системы 

дифференциальных уравнений) САУ. 

1.2.3 Построение структурной схемы по системе диффе-

ренциальных уравнений САУ 

Последовательность построения структурной схемы по ис-

ходной системе дифференциальных уравнений: 

1. Для каждого уравнения системы условно выбираются 

входные и выходные переменные. Каждое уравнение имеет толь-

ко одну выходную переменную, а входных может быть и не-

сколько. При выборе входных и выходных переменных уравне-

ния учитываются следующие рекомендации: 
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– входные переменные системы являются входными во 

всех уравнениях, где они встречаются; 

– выходная переменная системы может быть выходной 

только в одном уравнении; 

– промежуточные переменные могут быть выходными 

только в одном уравнении; 

– в качестве выходной рекомендуется выбирать перемен-

ную, имеющую старшую производную. 

1. Исходная система дифференциальных уравнений записы-

вается в операторной форме на основе преобразования Лапласа с 

учётом его свойств. 

3. Для каждого уравнения строится его графическое изоб-

ражение. Построение начинается с изображения сумматора и ука-

зания его входных и выходных переменных. 

4. Структурная схема системы строится как совокупность 

графических изображений отдельных уравнений, путём исклю-

чения промежуточных переменных. 

Пример построения структурной схемы по системе диффе-

ренциальных уравнений приведён в разделе 3. 

1.2.4 Построение структурной схемы по функциональной 

схеме 

Пример функциональной схемы САУ приведён на рисунке 

1.4. На функциональной схеме приводятся математические моде-

ли функциональных элементов (усилителей, регуляторов, объек-

тов управления и т.д.) в форме дифференциальных, интегральных 

и интегро-дифференциальных уравнений. 

I    
y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    

I    I    I    

(    t    )    x    (    t    )    

y    о    с    (    t    )    

 

Рисунок 1.4 – Функциональная схема САУ 

Для перехода от функциональной к структурной схеме 

необходимо: 
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– получить передаточные функции элементов системы на 

основе и с учётом свойств преобразования Лапласа; 

– входные и выходные переменные САУ заменяются их 

изображениями по Лапласу; 

– промежуточные переменные (за редким исключением) не 

приводятся на структурной схеме. 

Структурная схема, соответствующая функциональной схе-

ме на рисунке 1.4 приведена на рисунке 1.5. 

Структурные схемы САУ используются для получения ма-

тематических моделей (передаточных функций) САУ на основе 

передаточных функций отдельных элементов системы. 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    2    (    p    )    

W    3    (    p    )    
 

Рисунок 1.5 – Структурная схема САУ 

1.2.5 Типовые структуры связей между элементами си-

стемы 

К типовым структурам связей между элементами САУ от-

носятся последовательное и параллельное соединения, а также 

соединение с обратной связью. 

Последовательное соединение звеньев приведено на рисун-

ке 1.6. 

V    (    p    )    Y    (    p    )    
W    1    (    p    )    W    2    (    p    )    W    n    (    p    )    

W    c    (    p    )    



 

Рисунок 1.6 – Последовательное соединение звеньев 

Передаточная функция последовательного соединения зве-

ньев, определяемая по формуле: 




n

i
ic pWpW

1

)()( .    (1.14) 
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Изображение по Лапласу выходной переменной определяет-

ся как произведение передаточной функции на изображение по 

Лапласу входной переменной: 

)()()( pVpWpY c .    (1.15) 

Параллельное соединение звеньев приведено на рисунке 1.7, 

а передаточная функция параллельного соединения звеньев, 

определяется по формуле 1.16. 




n

i
ic pWpW

1

)()( .    (1.16) 

Y    (    p    )    

W    1    (    p    )    

W    n    (    p    )    

W    2    (    p    )    



V    (    p    )    



W    c    (    p    )    

 

Рисунок 1.7 – Параллельное соединение звеньев 

Передаточная функция соединения с положительной обрат-

ной связью (рисунок 1.8) определяется по следующей формуле: 

)()(1

)(
)(

pWpW

pW
pW

pос

p
c


 ,    (1.17) 

где Wр(p) – передаточная функция разомкнутой части системы; 

Wос(p) – передаточная функция цепи обратной связи. 
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W    p    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    о    с    (    p    )    

W    с    (    p    )    
 

Рисунок 1.8 – Соединение звеньев  

с положительной обратной связью 

Передаточная функция соединения с отрицательной обрат-

ной (рисунок 1.9): 

)()(1

)(
)(

pWpW

pW
pW

pос

p
c


 .    (1.18) 

W    p    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    о    с    (    p    )    

W    с    (    p    )    
 

Рисунок 1.9 – Соединение звеньев  

с отрицательной обратной связью 

Типовые соединения звеньев используются для получения 

передаточных функций САУ. При сложных структурах исполь-

зуются правила эквивалентных преобразований структурных 

схем с целью их упрощения и сведения к типовым соединениям. 

1.2.6 Преобразование структурных схем 

Преобразования структурных схем состоят в изменении вза-

имного расположения элементов схемы (звеньев, узлов, суммато-

ров) таким образом, чтобы, не изменяя входных и выходных ве-

личин преобразуемого участка схемы, изменить (упростить) ха-

рактер соединения звеньев. При этом полученная  структурная 

схема будет эквивалентна исходной, если в ней указанные вели-
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чины будут иметь такую же зависимость от внешних воздей-

ствий, как в исходной. Правила эквивалентных преобразований 

структурных схем приведены в таблице 1.1, где стрелками пока-

зано направление переноса. 

Правила эквивалентных преобразований структурных схем, 

приведённые в таблице 1.1, являются основными и достаточными 

для преобразования любых схем. Аппарат эквивалентных преоб-

разований требует практических навыков при его использовании, 

так как готовых решений при преобразовании структурных схем 

не существует. 

Таблица 1.1 – Правила эквивалентных преобразований структур-

ных схем 

№ по 

по-

ряд-

ку 

Преоб-

разо-

вания 

Структурная схема 

исходная эквивалентная 

1 

Пере-

нос уз-

ла че-

рез 

звено 

Y    (    p    )    
W    (    p    )    

V    (    p    )    

V    (    p    )    

 

Y    (    p    )    
W    (    p    )    

W    
-    1    
(    p    )    

V    (    p    )    

V    (    p    )    

 

Y    (    p    )    
W    (    p    )    

V    (    p    )    

Y    (    p    )    
 

Y    (    p    )    
W    (    p    )    

V    (    p    )    

Y    (    p    )    
W    (    p    )    

 

2 

Пере-

нос 

сумма-

тора 

через 

звено 

Y    (    p    )    
W    (    p    )    

V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    

±    

 

Y    (    p    )    

W    (    p    )    
V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    ±    
W    (    p    )    

 

Y    (    p    )    
W    (    p    )    

V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    

±    

 

Y    (    p    )    
W    (    p    )    

V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    
±    

W    
-    1    
(    p    )    
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Продолжение таблицы 1.1 

№ по 

по-

ряд-

ку 

Преоб-

разо-

вания 

Структурная схема 

исходная эквивалентная 

3 

Пере-

нос уз-

ла че-

рез 

сумма-

тор 

Y    (    p    )    V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    
±    

V    1    (    p    )    
 

Y    (    p    )    V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    

±    

V    1    (    p    )    
н    

 

Y    (    p    )    V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    
±    

Y    (    p    )    
 

Y    (    p    )    V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    

±    

±    

Y    (    p    )     

4 

Пере-

ста-

новка 

звеньев 

V    (    p    )    Y    (    p    )    
W    1     (    p    )    W    2     (    p    )    

 

V    (    p    )    Y    (    p    )    
W    2     (    p    )    W    1     (    p    )    

 

5 

Пере-

ста-

новка 

узлов 

X    (    p    )    
X    (    p    )    

X    (    p    )    
X    (    p    )    

2    

1    

 

X    (    p    )    

X    (    p    )    

X    (    p    )    

X    (    p    )    

1    

2    

 

6 

Пере-

ста-

новка 

сумма-

торов 

Y    (    p    )    V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    

±    

V    3    (    p    )    

±    

 

Y    (    p    )    V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    

±    

V    3    (    p    )    

±    

 

Y    (    p    )    V    1    (    p    )    

±    

V    3    (    p    )    V    2    (    p    )    ±    

 

Y    (    p    )    V    1    (    p    )    

V    2    (    p    )    

±    

V    3    (    p    )    

±    
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1.3 ПРИМЕРЫ ПОЛУЧЕНИЯ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ, 

ПОСТРОЕНИЯ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  

СТРУКТУРНЫХ СХЕМ 

Пример 1. Получить передаточную функцию элемента, опи-

сываемого интегро-дифференциального уравнением 

 
t

tkvdttyT
dt

tdy
T

0
21 )()(

)(
.    (1.19) 

Решение: 

В соответствии со свойством дифференцирования преобра-

зования Лапласа (1.6) имеем, что 

)(
)(

pXp
dt

txd
L n

n

n










, 

а со свойством интегрирования (1.7) 

p

pX
dttxL

t )(
)(

0









 . 

Тогда уравнение (3.1) в операторной форме имеет вид 

)(
)(

)( 21 pkV
p

pY
TppYT  . 

После преобразования получим следующее уравнение 

)()()( 2
2

1 pkpVpYTpYpT   

или 

  )()(2
2

1 pkpVpYTpT  . 

Тогда передаточная функция имеет вид 

2
2

1
)(

)(
)(

TpT

kp

pV

pY
pW


 .    (1.20) 

Пример 2. Получить дифференциальное уравнение элемента 

системы с передаточной функцией 
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1
)(

2
2

1

21






TpT

p
pW .     (1.21) 

Решение: 

Так как 

)(

)(
)(

pV

pY
pW  , 

то можно записать, что 

)(
1

)()()(

2
2

1

21 pV
pTpT

p
pVpWpY




 .  (1.22) 

Умножим левую и правую часть выражения (3.4) на знаме-

натель в правой части. В итоге имеем что 

))(()1)(( 212
2

1  ppVpTpTpY . 

Раскрыв скобки, получим уравнение в операторной форме 

)()()()()( 212
2

1 pVppVpYppYTpYpT  .  (1.23) 

Перейдя во временную область с учётом свойства диффе-

ренцирования оригинала (1.5) получим следующее дифференци-

альное уравнение 

)(
)(

)(
)()(

2122

2

1 tv
dt

tdv
ty

dt

tdy
T

dt

tyd
T  .  (1.24) 

Пример 3. Построить структурную схему двигателя посто-

янного тока с независимым возбуждением при управлении по це-

пи якоря (рис. 3.1), описываемого системой уравнений: 






















)()(

)(
)()()(

)(
)()()(

tiCtM

dt

td
JtFtMtM

dt

tdi
LtiRtCtu

ЯМД

Д
ДCCД

Я
ЯЯЯДEя

,  (1.25) 

где uЯ(t) – напряжение, приложенное к цепи якоря; 
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iЯ(t) – ток в цепи якоря; 

RЯ, LЯ – активное сопротивление и индуктивность цепи 

якоря; 

CЕ – коэффициент Э.Д.С. двигателя; 

Д(t) – угловая скорость вращения ротора двигателя; 

MД(t) – вращающий момент двигателя; 

CМ – коэффициент момента двигателя; 

MС(t) – момент сопротивления от сил сухого трения; 

FС – коэффициент вязкого трения; 

J – момент инерции вращающихся частей. 

Д    (    t    )    
u    Я    (    t    )    

i    Я    (    t    )    

R    Я    

L    Я    

+    

-    

 

Рисунок 3.1 – Схема двигателя постоянного тока 

Решение: 

1. Выделим условно входные и выходные переменные в 

каждом уравнении: 

Первое уравнение: Так как старшую производную содержит 

переменная iЯ(t), то она и будет выходной. Входные переменные 

uЯ(t) (входная переменная всей системы) и Д(t). 

Второе уравнение: В этом уравнении выходной переменной 

будет Д(t) (выходная переменная системы), т. к. она не является 

выходной в первом уравнении. Соответственно входными пере-

менными будут iЯ(t) и MС(t) (вторая входная переменная систе-

мы). 

1. Запишем уравнения (3.7) в операторной форме: 
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









)()()()(

)()()()(

pJppFpMpIC

ppILpIRpCpU

ДДCCЯМ

ЯЯЯЯДEя
, (1.26) 

так как 

)()( pICpM ЯМД  . 

3. Разрешим эти уравнения относительно изображений по 

Лапласу выходных переменных со старшей производной. В итоге 

имеем: 











)()()()(

)()()()(

pFpMpICpJp

pIRpCpUppIL

ДCCЯМД

ЯЯДEяЯЯ
. (1.27) 

4. Строим графические изображения каждого уравнения, 

при этом основная входная переменная всегда изображается сле-

ва, а выходные переменные справа. Графическое изображение 

первого уравнения приведено на рисунке 3.2, а второго уравне-

ния на рисунке 3.3. 

I    Я    (    p    )    

С    Е    

R    Я    

1    

p    L    Я    

U    Я    (    p    )    

Д    (    p    )    С    Е    Д    (    p    )    

p    L    Я    I    Я    (    p    )    

R    Я    I    Я    (    p    )    

 

Рисунок 3.2 – Графическое изображение первого уравнения 

I    Я    (    p    )    

F    C    

1    

p    J    

Д    (    p    )    

F    C    Д    (    p    )    

p    J    Д    (    p    )    

M    C    (    p    )    

C    M    

C    M    I    Я    (    p    )    

 

Рисунок 3.3 – Графическое изображение второго уравнения 
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5. Строим структурную схему системы, исключив промежу-

точные переменные. Структурная схема данной системы приве-

дена на рисунке 3.4. 

I    Я    (    p    )    

F    C    

1    

p    J    

Д    (    p    )    

M    C    (    p    )    

C    M    

1    

p    L    Я    

U    Я    (    p    )    

R    Я    

C    Е    

 

Рисунок 3.4 – Структурная схема двигателя постоянного тока 

Пример 4. Построить структурную схему по функциональ-

ной схеме, приведённой на рисунке 3.5, где элементы I и II опи-

сываются дифференциальными уравнениями: 

I) )()()( 1111 tpxtxT  ; 

II) )()()( 222 txtytyT  . 

I    
y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    
(    t    )    x    2    (    t    )    x    1    (    t    )    

 

Рисунок 3.5 – Функциональная схема САУ 

Решение: 

Получим передаточные функции элементов: 

Первый элемент: 

)()()( 1111 pppXppXT  . 

)()1)(( 111 pppTpX  . 

Отсюда передаточная функция первого элемента 
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1)(

)(
)(

1

11
1









pT

p

p

pX
pW .    (1.28) 

Второй элемент: 

)()()( 22
2

2 pXpYpYpT  . 

)()1)(( 22
2

2 pXpTpY   

Тогда передаточная функция второго элемента имеет вид 

1)(

)(
)(

2
2

2

2
2






pTpX

pY
pW .   (1.29) 

Структурная схема САУ, полученная по функциональной 

схеме (рис. 3.5) приведена на рисунке 3.6. 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    2    (    p    )    

 

Рисунок 3.6 – Структурная схема САУ 

Сопоставляя схемы на рисунках 3.5 и 3.6 делаем вывод, что 

структуры у них одинаковые, а отличие состоит в математиче-

ских моделях элементов (дифференциальные уравнения и пере-

даточные функции) и в переменных (оригиналы и их изображе-

ния по Лапласу). 

Пример 5. Получить передаточную функцию и дифферен-

циальное уравнение САУ, приведённый на рисунке 3.6. 

Решение: 

Для получения передаточной функции САУ воспользуемся 

правилами получения передаточных функций для типовых со-

единений звеньев. Выделим на структурной схеме САУ контур I 

(рис. 3.7), представляющий собой параллельное соединение, пе-

редаточная функция которого, определяется по выражению: 
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1

1)(

1

1

1
1)()(

1

11

1

11

1

1
1
















pT

pT

pT

pTp

pT

p
pWpWI . 

И так  

1

1)(
)(

1

11






pT

pT
pWI .   (1.30) 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    2    (    p    )    

I    

 

Рисунок 3.7 – Структурная схема САУ с выделенным контуром  

параллельного соединения. 

Тогда структурная схема САУ примет вид, представленный 

на рисунке 3.8, где контур II представляет собой последователь-

ное соединение с передаточной функцией: 

1

)(

11

1)(
)()()(

1
2

2
3

21

2112

2

2

1

11
2
















pTpTpTT

pT

pTpT

pT
pWpWpW III

 

Передаточная функция )( pWII  называется передаточной 

функцией разомкнутой части системы и обозначается )( pWp : 

1

)(
)()(

1
2

2
3

21

2112






pTpTpTT

pT
pWpW IIp .  (1.31) 

W    I    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    2    (    p    )    

I    I    

 

Рисунок 3.8 – Структурная схема САУ с выделенным контуром 

последовательного соединения 
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В итоге получена упрощенная структурная схема САУ, при-

ведённая на рисунке 3.9, которая представляет собой типовое со-

единение с единичной отрицательной обратной связью. Тогда пе-

редаточная функция системы в соответствии с выражением (1.18) 

принимает вид: 

1

)(
1

1

)(

)(11

)(

)(*

)(
)(

1
2

2
3

21

2112

1
2

2
3

21

2112















pTpTpTT

pT

pTpTpTT

pT

pW

pW

pY

pY
зW

p

p
с . 

W    I    I    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

 

Рисунок 3.9 – Упрощенная структурная схема САУ 

После преобразования имеем, что 

2))((

)(
)(

1112
2

2
3

21

2112






pTTpTpTT

pT
pWc . (1.32) 

Для получения дифференциального уравнения САУ запи-

шем уравнение связи выходной переменной с входной, т. е. 

)(*)()( pYpWpY c .    (1.33) 

Тогда 

)(*
2))((

)(
)(

1112
2

2
3

21

2112 pY
pTTpTpTT

pT
pY




 , (1.34) 

Умножив левую и правую части выражения (1.34) на знаме-

натель, получим уравнение САУ в операторной форме 

)(*)(*)(

)(2)())(()()(

2112

1112
2

2
3

21

pYppYT

pYppYTTpYpTpYpTT




. (1.35) 

Тогда с учётом свойства дифференцирования (1.6) диффе-

ренциальное уравнение САУ примет вид: 
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)(*
)(*

)(

)(2
)(

))((
)()(

2112

11122

2

23

3

21

ty
dt

tdy
T

ty
dt

tdy
TT

dt

tyd
T

dt

tyd
TT





.   (1.36) 

Пример 6. Получить передаточную функцию САУ с исполь-

зованием эквивалентных преобразований структурной схемы. 

Структурная схема САУ приведена на рисунке 3.10. 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

c    1    c    2    c    3    
у    1    у    2    у    3    

д    з    1    д    з    2    д    з    3    

 

Рисунок 3.10 – Структурная схема САУ с перекрёстными связями 

Решение: 

Наличие перекрёстных связей не позволяет применить здесь 

правила нахождения передаточных функций для типовых соеди-

нений. Для этого необходимо с помощью эквивалентных преоб-

разований привести схему на рисунке 3.10 к типовым соединени-

ям звеньев. 

Перенесём узел у2 через звено дз1 против направления дви-

жения сигнала. Тогда схема примет вид, представленный на ри-

сунке 3.11. 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

c    1    c    2    c    3    
у    1    у    2    у    3    

д    з    1    д    з    2    д    з    3    

W    1    (    p    )    

I    

 

Рисунок 3.11 – Структурная схема САУ  

после первого этапа преобразования 
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Полученное последовательное соединение звеньев заменим 

эквивалентной передаточной функцией 

)()()( 21 pWpWpWI  .    (1.37) 

Переставив узлы у1 и у2 местами получим следующую 

структурную схему приведенную на рисунке 3.11. 

W    I    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    

c    1    c    2    c    3    
у    1    у    2    у    3    

д    з    3    

W    1    (    p    )    

I    I    

 

Рисунок 3.12 – Структурная схема САУ  

после второго этапа преобразования 

Заменив выделенный контур, представляющий собой парал-

лельное соединение, эквивалентным звеном WII(p) получим 

структурную схему на рисунке 3.13. 

W    I    I    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    

W    1    (    p    )    

I    I    I    
I    V    

 

Рисунок 3.13 – Структурная схема САУ  

после третьего этапа преобразования 

1)()(1)()( 21  pWpWpWpW III .  (1.38) 

Заменив внутренний контур III эквивалентным звеном (по-

следовательное соединение) получим 
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)1)()()(()()()( 2133  pWpWpWpWpWpW IIIII .     (1.39) 

Второй контур IV (параллельное соединение) заменим зве-

ном с передаточной функцией 

)1)()()(()()()()( 21311  pWpWpWpWpWpWpW IIIp , (1.40) 

где )( pWp  – передаточная функция разомкнутой части САУ. 

W    p    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

 

Рисунок 3.14 – Упрощенная структурная схема САУ 

Упрощённая структурная схема САУ приведена на рисунке 

3.14 и представляет соединение с обратной связью, передаточная 

функция которого определяется следующим образом: 

)1)()()(()(1

)1)()()(()(

)(1

)(
)(

2131

2131









pWpWpWpW

pWpWpWpW

pW

pW
pW

p

p
c . (1.41) 

1.4 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Ознакомиться с методами получения передаточных функ-

ций, построения, преобразования и упрощения структурных 

схем. 

1. Построить структурные схемы системы по заданным си-

стемам дифференциальных уравнений, приведённым в табли-

це 4.1, в соответствии с вариантом, указанным преподавателем. 
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Таблица 4.1 – Системы дифференциальных уравнений 

№ ва-

риан-

та 

Переменные 

Системы дифференциальных уравнений вход-

ные 

выход

ход-

ные 

1 x(t) y(t) 





















.)(
1

)(

;
)(

)(
)(

);()()(
)(

0

321

321

2

1

1

21

t

oc

oc
oc

ococ

dtty
T

tx

dt

tdy
ctxc

dt

tdx
c

txktxktxk
dt

tdy

 

2 
v1(t) 

v2(t) 
y(t) 

























).(
)()(

);(
)(

)(
)(

);()(

)(
)()(

14
2

3
2

2

12111
1

0

2211

212

2

0

tvk
dt

tdv
k

dt

tdx
c

tvk
dt

tdy
ktxc

dt

tdx
c

txbtxb

tya
dt

tdy
a

dt

tyd
a

 

3 u1(t) u2(t) 





















.
)(

)(
)(

;
)(

)(
)(

;
)(

)(
)(

1
212

2
2

1
22

2
22

1
11

1
11

dt

tdi
cRti

dt

tdu
c

dt

tdu
cti

dt

tdi
cR

dt

tdu
cti

dt

tdi
cR

 

4 
v1(t) 

v2(t) 
y(t) 

















.
)(

)(
)()(

);(
)()()(

2
212

2

0

11013

3

0

dt

tdv
ktxc

dt

tdx
c

dt

txd
c

tvb
dt

tdx
b

dt

tdy
a

dt

tyd
a

 

 



30 

 

Продолжение таблицы 4.1 

№ ва-

риан-

та 

Переменные 

Системы дифференциальных уравнений вход-

ные 

выход

ход-

ные 

5 
*(t) 

MH(t) 
(t) 


























).(
)(

));()(*(

)(
)()(

);()()(
)(

3

2

12

2

2

100

txk
dt

tdy

ttk

tx
dt

tdx
T

dt

txd
T

tMktykt
dt

td
T Н

 

6 
v1(t) 

v2(t) 
y(t) 





















.
)()(

)(
)()(

);(
)(

)()(
)(

2
32

2

2

212

2

0

1
1

100

dt

tdv
k

dt

tyd
k

txc
dt

tdx
c

dt

txd
c

tv
dt

tdv
ktxkty

dt

tdy
a

 

7 v(t) 
y1(t) 

y2(t) 






















.
)(

)(
)(

);()(
)()(

);()(
)()(

2
2

2

413

2222
2

2

13
2

3

0
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1

2

0

dt

tyd
ktyk

dt

tdx

tvktyc
dt

tyd
c

dt

tyd
c

txktvb
dt

tdv
b

dt

tyd
a

 

8 
v1(t) 

v2(t) 
y(t) 





















).()()(
)(

);(
)()(

);(
)()(

25140
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2

2
2

0

1
1

1
1

0

txktxkty
dt

tdy
c
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dt

tdv
k

dt

tdx
b

tv
dt

tdv
k

dt

tdx
a
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Продолжение таблицы 4.1 

№ ва-

риан-

та 

Переменные 

Системы дифференциальных уравнений вход-

ные 

выход

ход-

ные 

9 v(t) 
y1(t) 

y2(t) 

















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tdx
k

dt
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dt

tyd
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10 
v1(t) 

v2(t) 
y(t) 


















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txd
c

dt

tdx
btx

dt

tdx
aty

 

11 v(t) 
y1(t) 

y2(t) 




















).(
)()(

)()(

;
)(

)(
)()(

222
2

2

14
2

4

0

11

012
1

12
1

2

0

tyc
dt

tyd
c

dt

tyd
c

tkytvb

dt

tdv
btya

dt

tdy
a

dt

tyd
a

 

12 v(t) y(t) 

























).(
)(

)(
)(

)(
)(

));()((

)(
)()(

32

1010

0

212

2

0

tvc
dt

tdv
c

tyc
dt

tdy
ctxb

dt

tdx
b

tvtxk

tya
dt

tdy
a

dt

tyd
a
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Продолжение таблицы 4.1 

№ ва-

риан-

та 

Переменные 

Системы дифференциальных уравнений вход-

ные 

выход

ход-

ные 

13 

v1(t) 

v2(t) 

v3(t) 

y(t) 




































).(
)(

)(
)(

)(

);(
)(

)(
)(

)(

);(
)(

)(
)()(

32
2

1

1
021

2
0

222
2

2

1

1
011

1
0

21
1

0

212

2

0

tv
dt

tdv

dt

tdv
txd

dt

tdx
d

tvc
dt

tvd
c

dt

tdv
ctxb

dt

tdx
b

txk
dt

tdx
k

tya
dt

tdy
a

dt

tyd
a





 

14 
v1(t) 

v2(t) 
y(t) 





















).()(
)(

;
)()()()(

);()(
)(

)(

2422
2

1

2
3

1
21

1
0

2211
1

00

tvktxc
dt

tdx
c

dt

tdv
k

dt

tdv
k

dt

tdy
k

dt

tdx
c

txbtxb
dt

tdx
btya

 

 

3. Построить структурную схему САУ по её функциональ-

ной схеме и определить передаточную функцию и дифференци-

альное уравнение системы по схемам, приведённым в таблице 

4.2, дифференциальным уравнениям элементов (таблица 4.3) и 

значениям коэффициентов (таблице 4.4) в соответствии с задан-

ным вариантом. 
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Таблица 4.2 – Функциональные схемы 

№ 

варианта 
Функциональные схемы 

1 

I    
y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    

I    I    I    

(    t    )    x    1    (    t    )    x    2    (    t    )    

x    3    (    t    )    

 

2 

I    
y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    

I    I    I    

(    t    )    x    (    t    )    

y    о    с    (    t    )    

 

3 

y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    I    

(    t    )    y    о    с    (    t    )    
I    I    I    

y    1    (    t    )    

y    2    (    t    )    

 

4 

y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    I    

1    (    t    )    y    о    с    (    t    )    

I    

I    I    

y    1    (    t    )    

(    t    )    

 

5 

I    
y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    

(    t    )    x    1    (    t    )    

x    3    (    t    )    I    I    
x    2    (    t    )    

x    4    (    t    )    

 

6 

v    (    t    )    y    (    t    )    
I    

x    1    (    t    )    (    t    )    
I    I    

x    2    (    t    )    

I    I    I    
x    3    (    t    )    
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Продолжение таблицы 4.2 

№ 

варианта 
Функциональные схемы 

7 

v    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    I    
y    о    с    (    t    )    

I    

I    I    

y    1    (    t    )    

(    t    )    y    2    (    t    )    

 

8 

I    
y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    

I    I    I    

(    t    )    x    (    t    )    

y    о    с    (    t    )    y    1    (    t    )    

 

9 

y    *    (    t    )    y    (    t    )    (    t    )    
I    

x    1    (    t    )    x    2    (    t    )    
I    I    

I    I    I    
y    о    с    (    t    )    

 

10 

y    *    (    t    )    y    (    t    )    (    t    )    
I    

x    1    (    t    )    x    2    (    t    )    
I    I    

I    I    I    
x    3    (    t    )    

 

11 

I    
y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    I    I    I    
(    t    )    x    1    (    t    )    x    2    (    t    )    1    (    t    )    

 

12 
I    

v    (    t    )    y    (    t    )    
I    I    I    

I    I    

x    1    (    t    )    

x    2    (    t    )    x    3    (    t    )    

x    4    (    t    )    
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Продолжение таблицы 4.2 

№ 

варианта 
Функциональные схемы 

13 

I    
y    *    (    t    )    y    (    t    )    

I    I    

(    t    )    x    1    (    t    )    

x    3    (    t    )    I    I    
x    2    (    t    )    

x    4    (    t    )    

 

14 

y    *    (    t    )    y    (    t    )    (    t    )    
I    

x    1    (    t    )    x    2    (    t    )    
I    I    

I    I    I    
y    о    с    (    t    )    

 

Таблица 4.3 – Дифференциальные уравнения элементов системы 

Номер 

варианта 
Дифференциальные уравнения 

1 

).()()()

);()()()()

);()()()()

13334

1222322

1111

txktxtxTIII

txktxtxTtxTII

ttktxtxTI







 

2 

).()()

);()()()

);()()()()

33

22

11

tyktyTIII

txktytyTII

ttktxtxTI

oc 





 

3 

).()()()

);()()()()

);()()

324

232

111

tytyktyTIII

ttktyTtyTII

tyktyTI

ococ

ococ







 

4 

).()()()

);()()()

);()()()

3113

1122

11

tyktytyTIII

ttktyTII

tktytyTI

oc

oc






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Продолжение таблицы 4.3 

Номер 

варианта 
Дифференциальные уравнения 

5 

).()()()()

);()()()()

);()()

24234

1222322

1111

txktxktytyTIII

txktxtxTtxTII

tktxTI







 

6 

).()()()()

);()()()

);()()()()

113334

2223

111211

txtxktxtxTIII

tktxtxTII

tvktxtxTtxTI







 

7 

).()()

);()()()()

);()()()

234

222322

1111

tyktyTIII

tktytyTtyTII

tvktytyTI

oc 





 

8 

).()()()

);()()()

);()()()()

144

323

121







tyktytyTIII

txktxktyTII

ttktxTtxTI

ococ

 

9 

).()()()

);()()()()

);()()()

34

2232

1111

tyktytyTIII

txktytyTtyTII

ttktxTI

ococ 





 

10 

).()()()

);()()()()

);()()()

4334

23223

111211







tyktxtxTIII

txktxktytyTII

tktxTtxTI

 

11 

).()()()

);()()()()

);()()()()

2243

113222

1211111

txtxktyTIII

txtxktxtxTII

tktktxtxTI






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Продолжение таблицы 4.3 

Номер 

варианта 
Дифференциальные уравнения 

12 

).()()()()

);()()()

);()()()()

1244342

4132

11111

txktxtxTtxTIII

tvktvktxII

tvtvktxtxTI







 

13 

).()()()

);()()()()

);()()()

23334

22322

1111

txktxtxTIII

ttktxTtxTII

tktxtxTI







 

14 

).()()()

);()()()

);()()()

23

22

1111

tytyktxTIII

txtytyTII

tktxtxTI

oc 





 

Таблица 4.4 – Значения коэффициентов дифференциальных 

уравнений 

№ 

варианта 
T1 T2 T3 T4 k1 k2 k3 k4  

1 2 0,8 1,2 1,5 0,5 1,4 1,2 – – 

2 0,6 1,6 0,8 – 0,9 1,9 1,7 – – 

3 0,7 2,1 1,6 0,4 1,7 1,2 2,0 – – 

4 2,4 0,5 0,9 – 2,5 1,3 1,7 – – 

5 0,8 1,2 1,4 2,1 0,6 1,9 2,6 1,7 – 

6 0,8 1,4 0,9 0,2 2,8 1,6 1,1 – – 

7 2,5 1,7 0,4 0,9 1,9 1,8 1,4 – – 

8 0,5 1,8 0,2 2,1 0,3 1,4 1,3 0,8 1,2 

9 1,2 0,7 1,9 1,0 2,0 2,5 1,7 – 1,5 

10 0,8 1,4 2 2,1 0,9 1,9 1,3 2,4 1,7 

11 0,9 0,6 2,4 – 1,4 2,7 2 1,2 – 

12 2,4 0,8 2,3 – 0,5 1,4 0,9 2,1 – 

13 0,6 1,2 2,1 0,9 1,5 1,8 0,7 – 2,1 

14 2,9 0,4 0,5 – 1,3 1,8 – – 1,9 
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4. Получить передаточную функцию САУ по структурным 

схемам, приведённым в табл. 4.5 с использованием эквивалент-

ных преобразований в соответствии с заданным вариантом. 

5. Оформить и защитить отчёт по лабораторной работе. 

Таблица 4.5 – Структурная схема САУ 

№ вари-

анта 
Структурные схемы 

1 

W    1    (    p    )    Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    
W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    5    (    p    )    

 

2 

W    1    (    p    )    Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    
W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    5    (    p    )    
 

3 

W    1    (    p    )    
V    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    5    (    p    )    

 

4 

W    1    (    p    )    
V    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    6    (    p    )    
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Продолжение таблицы 4.5 

№ вари-

анта 
Структурные схемы 

5 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    6    (    p    )    
 

6 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    2    (    p    )    

W    5    (    p    )    W    4    (    p    )    

W    3    (    p    )    

 

7 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    2    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    3    (    p    )    

 

8 
W    1    (    p    )    

V    (    p    )    Y    (    p    )    
W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    5    (    p    )    

 

9 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    6    (    p    )    
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Продолжение таблицы 4.5 

№ вари-

анта 
Структурные схемы 

10 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    W    4    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    6    (    p    )    
 

11 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    

W    2    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    6    (    p    )    
 

12 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    2    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    3    (    p    )    

 

13 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    2    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    3    (    p    )    

W    6    (    p    )    
 

14 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    5    (    p    )    

W    4    (    p    )    

W    6    (    p    )    

W    2    (    p    )    W    3    (    p    )    
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1.5 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Дайте понятие передаточной функции. 

1. Что представляют собой структурные схемы САУ? 

3. Что такое динамическое звено? 

4. Назовите общие правила составления структурных схем. 

5. Назовите рекомендации, используемые при выборе вход-

ных и выходных переменных отдельных уравнений при построе-

нии структурных схем. 

6. Как определяется передаточная функция для соединения с 

обратной связью? 

7. Для чего используются эквивалентные преобразования 

структурных схем? 

8. Приведите эквивалентные схемы при переносе узла через 

динамическое звено. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 

ОПИСАНИЕ ОДНОМЕРНЫХ И МНОГОМЕРНЫХ ОБЪЕКТОВ 

И СИСТЕМ МЕТОДОМ ПЕРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЙ 

2.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 

Цель работы – приобретение студентами практических 

навыков по описанию и моделированию одномерных и много-

мерных объектов и систем методом переменных состояния. 

 

2. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 

Математическая модель объекта в переменных состояния 

состоит из двух уравнений: 

- уравнения состояния; 

- уравнения выхода (наблюдения). 

Уравнение состояния линейного многомерного объекта в виде 

векторного дифференциального уравнения в форме Коши имеет 

вид 

       tztuBtxAtx   ,                              (2.1) 

где     
1


ni

txtx – вектор состояния;     
1


mj

tutu
 
– вектор управ-

ления;     
1


nl

tztz – вектор возмущений, действующих на входе 

объекта;    
mnijnnij

bBaA


 , – матрицы постоянных коэффициен-

тов, определяемых параметрами объекта управления. 

Векторному дифференциальному уравнению (2.1) эквива-

лентна система n скалярных дифференциальных уравнений пер-

вого порядка: 

       tztubtxatx
i

n

j

m

j
jijiiji

 
 1 1

 ,                             (2.2) 

где ni ,1 . 

Уравнение выхода в векторной форме имеет вид: 

       ,tgtuDtxCty                                      (2.3) 

где     
1


li

tyty – вектор-столбец выходных переменных объекта; 

    
1


li

tgtg – вектор возмущений, действующих на выходе объек-

та;  
mlij

dD


 – матрица постоянных коэффициентов, характеризу-



43 

 

ющих безинерционное влияние управляющих воздействий на вы-

ход объекта;  
nlij

cC


 – матрица наблюдения. 

Векторному уравнению (2.3) эквивалентна система l скаляр-

ных уравнений вида: 

       



n

j
ijij

n

j
jiji

tgtudtxcty
11

,                       (2.4) 

где li ,1 . 

При описании одномерного объекта с передаточной функци-

ей 

 
nn

nn

mm

mm

apapapa

bpbpbpb
pW














1

1

10

1

1

10

0


                     (2.5) 

методом переменных состояний имеет место следующая система 

дифференциальных уравнений состояния: 
   

          















tu
a

txatxatxa
a

tx

nitxtx

nnnn

ii

0

1211

0

1

11

1,1,




,           (2.6) 

а уравнение выхода имеет вид: 

         txbtxbtxbtxbty
mmmm 121110




 .             (2.7) 

Векторные уравнения (2.1) и (2.3) адекватно описывают од-

номерный объект, если m<n, а матрицы имеют вид: 

 

nn

nnn

a

a

a

a

a

a

a

a

A



 



0

1

0

2

0

1

0

0100

0010











; 

 

 

.;;

1

0

0

110

1

1

10

DD

b

b

b

b

C

a

B

m

m

m

T

nx








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3. ПРИМЕРЫ ОПИСАНИЯ ОДНОМЕРНЫХ И МНОГОМЕРНЫХ 

ОБЪЕКТОВ МЕТОДОМ ПЕРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЯ 

 

3.1. Описание одномерного объекта методом переменных со-

стояния 

 

Пусть одномерный объект управления описывается переда-

точной функцией вида 

 
   

.
11,012,012

15,0
20






ppp

p
pW                    (3.1) 

Требуется получить уравнение состояния и выхода одномерного 

объекта с передаточной функцией (3.1). 

В соответствии с определением передаточной функции объ-

екта управления можно записать: 

 
 
     20

11,012,012

15,0






ppp

p

pU

pY
pW .               (3.2) 

После преобразования и приведения подобных можно записать 

     15,014,282,0102,0004,0 234  ppUpppppY .     (3.3) 

Уравнение (3.3) запишем в следующем виде 
   

14,282,0102,0004,015,0 234 


 pppp

pU

p

pY .                (3.4) 

Введем вспомогательную переменную  tx
1

. Тогда можно запи-

сать: 

 
 

14,282,0102,0004,0 2341



pppp

pU
pX ;                  (3.5) 

 
 

15,0
1




p

pY
pX .                                  (3.6) 

Запишем уравнение (3.5) в виде системы дифференциальных 

уравнений первого порядка, введя следующие переменные состо-

яния 
   

     

       












txtxtxtx

txtxtx

txtx

3214

213

12

;

;






 .                             (3.7) 

Выразим  tx
4
  из уравнения (3.5) используя обозначения (3.7). 

Уравнение (3.5) в операторной форме имеет вид: 

           pUpXppXpXppXppXp 
111

2

1

3

1

4 4,282,0102,0004,0     (3.8) 

Тогда можно записать следующее дифференциальное уравнение: 
             tutxtxtxtxtx 

111

3

1

4

1
4,282,0102,0004,0  .           (3.9) 



45 

 

Подставив выражение (3.7) в уравнение  (3.9) имеем 

           tutxtxtxtxtx 
12344

4,282,0102,0004,0  .          (3.10) 

В итоге имеем следующее уравнение состояния: 
   

            












txtxtxtxtutx

itxtx
ii

43214

1

102,082,04,2
004,0

1

;3,1,




.    (3.11) 

Уравнение выхода получаем подставкой выражений (3.7) в 

уравнение (3.6), которое в итоге примет вид: 

     txtxty
12

5,0  .                                    (3.12) 

В матричном виде уравнение состояния примет вид: 
 

 

 

 

 tu

x

x

x

x

tx

tx

tx

tx















































































250

0

0

0

5,255,212600250

1000

0100

0010

4

3

2

1

4

3

2

1








,         (3.13) 

а уравнение выхода 

   
 

 










tx

tx
ty

1

2
15,0

.                                    (3.14) 

Модель одномерного объекта с передаточной функцией (3.1) 

в переменных состояния представлена графически на рис. 3.1, где 

блоки 
p

1 - интеграторы. 

Переменные состояния, определяемые выражениями (3.7) 

называют фазовыми. 

 

 
Рис. 3.1. Модель объекта с передаточной функцией (3.1)  

в переменных состояния 

 

3.2. Описание многомерного объекта методом фазовых 

переменных состояния. 

 

Пусть двумерный объект, приведенный на рис. 3.2, 
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Рис. 3.2. Двумерный объект 

 

описывается дифференциальными уравнениями вида: 

 

       tututyty
1111

5,02  ;                             (3.15) 

       tutytyty
2222

4,12,18,0  ;                          (3.16) 

     tutyty
211

2,15,1  ;                              (3.17) 

         tututytyty
11222

9,05,16,0  .                (3.18) 

 

Требуется получить модель двумерного объекта в переменных 

состояния по методике, описанной в разделе (3.1) для одномерно-

го объекта. 

Запишем уравнение (3.15) в операторной форме 

       pUppUpYppY
1111

5,02  .                          (3.19) 

Введем переменную состояния x1(t) на основе выражения (3.19) 

следующим образом: 
   

 pX
p

pU

p

pY
1

11

1215,0






                      (3.20) 

Тогда можно записать: 
     pUpXppX

111
2   

или 

     tutxtx
111

2  . 

Отсюда 

     tutxtx
111

5,05,0  .                                    (3.21) 

Для записи уравнения выхода введем переменную состояния: 

   txtx
12
 .                                    (3.22) 

Тогда уравнение выхода примет вид: 

     txtxty
121

5,0  .                                    (3.23) 

Запишем уравнение (3.16) в операторной форме: 

 

       pUpYppYpYp
2222

2 4,12,18,0                     (3.24) 
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Введем переменную состояния x3(t), т.е. 

 
   

 pX
pp

pUpY
32

22

12,18,04,1



 .                          (3.25) 

 

Тогда имеем: 

 

       tutxtxtx
2333

2,18,0                             (3.26) 

 

Введем переменную состояния 

 

   txtx
34
 .                                      (3.27) 

 

Тогда уравнение (3.26) примет вид: 

 

       tutxtxtx
2344

2,18,0                                 (3.28) 

 

Отсюда получим, что: 

 

       tutxtxtx
2344

25,125,15,1  ,                         (3.29) 

 

а уравнение выхода будет иметь вид: 

 

   txyy
32

4,1 .                                    (3.30) 

 

Запишем уравнение (3.17) в операторной форме: 

 

     pUpYppY
211

2,15,1                                      (3.31) 

 

Введем переменную состояния x5(t), т.е. 

 
   

 pX
p

pUpY
5

21

15,12,1



 .                                    (3.32) 

 

Тогда имеем, что 
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     .5,1
255

tutxtx                                          (3.33) 

 

Откуда: 

 

     tutxtx
255

67,067,0  ,                                    (3.34) 

 

а уравнение выхода примет вид: 

 

   txty
51

2,1 .                                                (3.35) 

 

Запишем уравнение (3.18) в операторной форме 

 

         pUppUpYppYpYp
11222

2 9,06,164,0  .       (3.36) 

 

Введем переменную состояния x6(t), т.е.  

 
   

 pX
p

pY

pp

pU
6

2

2

1

19,06,164,0






.              (3.37) 

 

Тогда имеем, что 

 

       tutxtxtx
1666

6,164,0   .                      (3.38) 

 

Введем переменную состояния: 

 

   txtx
67
 .                                    (3.39) 

 

Тогда уравнение (3.38) примет вид: 

 

       tutxtxtx
1677

6,164,0                            (3.40) 

 

Откуда: 

 

       tutxtxtx
1677

56,15,256,1  ,              (3.41) 

 

а уравнение выхода примет вид: 



49 

 

 

     txtxty
672

9,0  .                                    (3.42) 

 

На основе уравнений (3.21), (3.22), (3.27), (3.29), (3.34), 

(3.39) и (3.41) запишем систему дифференциальных уравнений 

состояния двумерного объекта: 

 

     

 

   

       

     

   

        





























,56,15,256,1

;

;67,067,0

;25,125,15,1

;

;0

;5,05,0

1677

76

255

2344

43

2

111

tutxtxtx

txtx

tutxtx

tutxtxtx

txtx

tx

tutxtx















      (3.43) 

 

которая в матричном виде примет вид: 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





































































































































tu

tu

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

2

1

7

6

5

4

3

2

1

7

6

5

4

3

2

1

056,1

00

67,00

25,10

00

00

05,0

56,15,200000

1000000

0067,00000

0005,125,100

0001000

0000000

0000005,0















.  (3.44) 

 

Система уравнений выхода для двумерного объекта на осно-

ве выражений (3.23), (3.30), (3.35), (3.42) примет вид: 

 
     

   

   

     



















txtxty

txty

txty

txtxty

672

51

32

121

9,0

;2,1

;4,1

;5,0

.                         (3.45) 

 

В матричном виде уравнения (3.45) запишутся в виде: 
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 

 

 

 

 

 

 

 

 













































tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

ty

ty

7

6

5

4

3

2

1

2

1

9,01004,100

002,1005,01
.        (3.46) 

 

Модель двумерного объекта в фазовых переменных состоя-

ния определяемого уравнениями (3.15)÷(3.18) представлена на 

рис. 3.3. 

Достоинством метода описания многомерного объекта на 

основе фазовых переменных состояния является простота, а недо-

статком – избыточное число переменных состояния. 

 

 

3.3. Описание многомерного объекта методом перемен-

ных состояния при линейной комбинации входных и 

выходных переменных. 

 

Пусть двумерный объект на рис. 3.2 описывается системой 

дифференциальных уравнений вида: 

 

       ;22
1111

tututyty                                      (3.47) 

     ;34
221

tututy                                      (3.48) 

     ;24
222

tutyty                                      (3.49) 

         tututytyty
11222

2523  .                         (3.50) 

Переходя к операторной форме вместо дифференциальных 

уравнений (3.47)÷(3.50) можно получить дифференциальные 

уравнения для каждой выходной переменной. В итоге имеем, что 

 

           tututututyty
221111

3423  ;            (3.51) 

           tutututytyty
211222

225263  .          (3.52) 
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Рис. 3.3. Модель двумерного объекта  

в фазовых переменных состояния 

 

Перенесем слагаемые с производными входных переменных 

влево. В итоге получим: 

 

            tututytututy
211211

3423  ;            (3.53) 

            tututytutyty
212122

222563  .       (3.54) 

 

Преобразуем уравнения (3.53) и (3.54) к следующему виду: 

 

            tututytututy
211211

333,167,03 


 ;  (3.55) 

            tututytutyty
212122

22267,123 


 .  (3.56) 

 

Введем переменные состояния: 

 

       tututytx
2111

33,167,0  ;                    (3.57) 

    tytx
22

 ;                                  (3.58) 

       tutytytx
1223

67,12  .                          (3.59) 
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В этом случае дифференциальные уравнения (3.55) и (3.56) при-

мут вид: 

 

       tututytx
2111

33  ;                                    (3.60) 

       tututxtx
2123

2223  .                                    (3.61) 

 

Из уравнения (3.57) имеем, что 

 

       tututxty
2111

33,167,0  .                                    (3.62) 

 

Подставив выражение (3.62) в (3.60) получим: 

 

           tututututxtx
212111

333,167,03  . 

 

После преобразования имеем: 

 

       tututxtx
2111

67,133,03  .                                    (3.63) 

 

Откуда 

 

       tututxtx
2111

56,011,033,0  .                                    (3.64) 

 

На основе уравнений (3.58) и (3.59) можно записать: 

 

         tutxtxtxty
12322

67,12  .                                    (3.65) 

 

На основе (3.61) получаем уравнение вида: 

 

       tututxtx
2123

67,067,067,0  .                                    (3.66) 

 

В итоге уравнения состояния имеют вид: 

 
       

       

        












.67,067,067,0

;67,12

;56,011,033,0

2123

1232

2111

tututxtx

tutxtxtx

tututxtx

,                      (3.67) 
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Которые в матричном виде запишутся следующим образом: 

 
 

 

 

 

 

 

 

 





















































































tu

tu

tx

tx

tx

tx

tx

tx

2

1

3

2

1

3

2

1

67,067,0

067,1

56,011,0

067,00

120

0033,0

.   (3.68) 

 

Уравнения выхода имеют вид: 

 

       

    







.

;33,167,0

22

2111

txty

tututxty
.                    (3.69) 

 

Уравнения в матричном виде имеют вид: 

 

 

 

 

 

 

 










































tu

tu

tx

tx

ty

ty

2

1

2

1

2

1

00

33,167,0

10

01
.              (3.70) 

 

Модель двумерного объекта в переменных состояния, полу-

ченная на основе линейной комбинации входных и выходных пе-

ременных приведена на рис. 3.4. 

Достоинством данного метода является минимальное число 

переменных состояния. В тоже время усложняются уравнения 

выхода, где входными переменными наряду с переменными со-

стояния являются и управляющие воздействия. 

Особенностью рассмотренного объекта является наличие 

всех производных входных и выходных переменных, начиная с 

нулевой. Рассмотрим пример, где отсутствуют некоторые произ-

водные выходных и входных переменных. 

Пусть дифференциальные уравнения двумерного объекта, 

разрешенные относительно выходных переменных имеют вид: 

 

       tututyty
2111

29,0  ;                                    (3.71) 

         tututytyty
21222

4,22,01,025,1  .                      (3.72) 

 

Особенность построения модели в переменных состояния 

для таких объектов состоит в том, что нет общей методики выбо-

ра переменных состояния, необходимо каждый раз использовать 

тот или иной подход. 
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Обозначив  

 

   tytx
11

 .                                                (3.73) 

 

уравнение (3.63) примет вид: 

 

       tututxtx
2111

29,02,0  .                          (3.74) 

 

или можно записать, что 

 

        tututxtx
2111

29,02,0 


 .                           (3.75) 

 

 

 
 

Рис. 3.4. Модель двумерного объекта I в переменных состояния. 

 

Обозначив через 

 

     txtxtx
112

2,0                                          (3.76) 

 

имеем, что 

 

     txtxtx
211

2,0                                          (3.77) 

 

Подставив выражение (3.71) в (3.75) получим, что 
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     tututx
212

29,0  .                                    (3.78) 

 

Обозначив 

 

   tytx
23

                                                      (3.79) 

 

уравнение (3.72) можно записать в виде 

 

         tututxtxtx
21333

4,22,01,025,1  .               (3.80) 

 

Обозначив: 

   txtx
34
                                                      (3.81) 

уравнение (3.80) примет вид: 

 

         tututxtxtx
21344

4,22,01,025,1                        (3.82) 

 

или его можно записать так: 

 

          tutxtutxtx
23144

4,21,02,025,1 


 .                 (3.83) 

 

Введем переменную состояния 

 

       tutxtxtx
1445

2,025,1  .                                    (3.84) 

 

Отсюда 

 

       tutxtxtx
1454

13,033,167,0  .                            (3.85) 

 

Подставив выражение (3.84) в (3.83) имеем, что 

 

     tutxtx
235

4,21,0  .                                      (3.86) 

 

Откуда 

 

     tutxtx
235

4,21,0  .                                    (3.87) 
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Таким образом, система уравнений состояния примет вид: 

 

     

     

   

       

      






















,4,21,0

;13,033,167,0

;

;29,0

;2,0

235

1454

43

212

211

tutxtx

tutxtxtx

txtx

tututx

txtxtx

                  (3.88) 

 

которая в матричном виде примет вид: 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





















































































































tu

tu

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

tx

2

1

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

4,20

013,0

00

29,0

00

001,000

67,033,1000

01000

00000

00012,0

.   (3.89) 

 

Уравнения выхода имеют вид: 

 

   

   







txty

txty

32

11 .                                                   (3.90) 

 

Модель двумерного объекта, определяемого уравнениями 

(3.71) и (3.72) в переменных состояния, полученная на основе ли-

нейной комбинации входных и выходных переменных приведена 

на рис. 3.5. 

 

4. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

1. Ознакомиться с методами получения моделей одномерных и 

многомерных объектов и систем методом переменных состоя-

ния. 

2. Получить модель одномерного объекта, описываемого переда-

точной функцией 
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Рис. 3.5. Модель двумерного объекта 2 в переменных состояния. 

 

 

 
43

2

2

3

1

4

0

32

2

1

3

0

0
apapapapa

bpbpbpb
pW




 ,               (4.1) 

 

коэффициенты которой приведены в табл. 4.1, выбираемые в со-

ответствии с заданным вариантом. 

 

Таблица 4.1. – Коэффициенты передаточной функции 

Номер 

вариан-

та 

Коэффициенты 

b0 b1 b2 b3 a0 a1 a2 a3 a4 

1 0 0 0,3 0 0,64 5,66 22,5 11,4 1 

2 0 1,2 1,0 1,0 0,9 1,74 3,82 5,4 0 

3 1,2 0,3 0 1,2 0,05 3,8 4,1 2,4 1,2 

4 0 2 4 3 1 2 2,1 3,2 1 

5 0,5 0,4 0 0 2,3 1,2 0,8 3,1 0 

6 0 0,4 0,25 0,13 0,5 0,4 3 2 1 

7 1,1 1,4 0,3 0,2 0,4 2,1 0 0 0 
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Продолжение таблицы 4.1 

 
Номер 

вариан-

та 

Коэффициенты 

b0 b1 b2 b3 a0 a1 a2 a3 a4 

8 0 0,4 0 1,2 0,3 0,4 2,1 4,0 0 

9 0,7 0,4 0 0 1,2 1,8 3,2 1,4 1 

10 0 0,2 0,4 5,0 2,0 3,1 1,2 3,1 1 

11 1,2 2,1 0,4 0 1,7 2,8 0 0 0 

12 1,2 3,5 0 0 1,2 4,1 5,0 2,4 1 

13 0 0 1,3 4,1 1,0 3,3 4,4 1,6 0 

14 0 2,5 4,9 1,3 2,1 0,6 0 4,3 0 

15 0,6 0 3,7 0 3,2 0,2 1,9 2,2 2,1 

16 0 4,1 5,2 0,1 1,4 1,5 3,8 0 0 

17 2,4 3,8 0 0 1,6 0,1 0,9 2,4 1,0 

18 1,1 1,2 0,7 2,3 2,2 3,3 1,7 0 0 

19 0 2,1 4,9 0 0,4 0,9 3,2 4,1 1,2 

20 3,1 4,6 1,3 0,4 0,8 1,6 0 0 3,1 

 

Записать полученную модель в виде системы дифференциаль-

ных уравнений и в матричном виде, а также привести модель 

объекта графически. 

3. Получить модель двумерного объекта, описанного системой 

дифференциальных уравнений 
         

         

         

          



















;

;

;

;

241240242241240

231230132131130

121120222221220

111110112111110

tubtubtyatyatya

tubtubtyatyatya

tubtubtyatyatya

tubtubtyatyatya

,     (4.2) 

 

коэффициенты которой приведены в табл. 4.2 и 4.3, выбираемые 

в соответствии с заданным вариантом методом фазовых пере-

менных состояния. Привести полученную модель в виде системы 

уравнений, в матричном виде и графически. 
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Таблица 4.2 – Коэффициенты первых двух дифференциальных 

уравнений (4.2) 

Номер 

варианта 

Коэффициенты 

a10 a11 a12 b10 b11 a20 a21 a22 b20 b21 

1 1,0 0,6 0 0,9 1 2 1,2 1 0 1,4 

2 0 1 2,5 0,6 1 1 2,1 0 0 1,7 

3 0,7 2,4 1 1,2 0,1 1,2 0,5 0 0 1,8 

4 1,0 0 0,8 0,5 0,9 0,9 1,3 0,5 0,2 1 

5 0,2 1,5 0,6 1,5 1 0,2 0 3 0,5 1,3 

6 0,9 0,7 0 1,7 0,3 0,1 1 2,7 0,8 2 

7 1,5 1,2 2,4 2 0 0,5 1,5 0 0,5 2,2 

8 0,8 0 1 2,1 1,5 0,4 1,2 2,5 0 0,9 

9 1,3 1 0,7 1,7 1 0,3 1,5 2 0,9 1 

10 0 1,3 2,3 1 0,4 1,2 1,2 1,8 1 1,7 

11 1,9 1,5 1,1 1 0 1,5 2,7 0 1,5 1,3 

12 1,0 0,1 0,9 0,2 1 0 1,3 3,1 0,5 2,5 

13 0,5 1,0 1,2 0,5 1,6 0,4 0 2,4 1,3 1 

14 0,3 2,2 1 0,3 2 0 1,2 2,5 0 0,9 

15 0,2 1,3 2,5 2 1 0,5 1 0 0,6 0,5 

16 1,0 0 1,3 0,9 0,3 0,9 1,5 3 0,8 1 

17 0 1,6 1,9 1 0,7 3 1,5 2,1 1 0,7 

18 0,9 2,4 0 2 0 2 1,5 0 1 0,8 

19 0,4 3,2 0,9 1,2 0,4 1,9 0,4 0 3 2,1 

20 1,7 0,5 1,2 1 0,7 0,7 1,3 0,2 0 1,4 

 

4. Получить модель двумерного объекта, описанного системой 

дифференциальных уравнений (4.2) в соответствии с заданным 

вариантом в переменных состояния при линейной комбинации 

входных и выходных переменных. Привести полученную мо-

дель в виде системы уравнений, в матричном виде и графиче-

ски. 

5. Оформить и защитить отчет по лабораторной работе. 
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Таблица 4.3 – Коэффициенты последних двух дифференциальных 

уравнений (4.2) 

Номер 

варианта 

Коэффициенты 

a30 a31 a32 b30 b31 a40 a41 a42 b40 b41 

1 1,5 1,8 1 1,9 1 0 0,4 1 2,5 2,1 

2 0 1,6 0 0 2 0,5 1,4 1 1,3 1 

3 0 2,7 0,5 0 1,7 1,3 0,4 1 0,7 1 

4 1 1,2 1 1 1,7 1 0 0,9 1,3 2 

5 0 1 0,9 2,3 1,9 1 1 3,5 0 2,5 

6 1 0,9 2,6 0,5 2 0,5 0 2 0,5 1,5 

7 0,4 0,5 2,5 0,4 2,5 1,5 1 2,5 0 1,6 

8 0,3 1,4 0 0,5 1,8 1 0,5 2,2 0,4 2,6 

9 1 0 1,5 0 1,5 1,5 0,6 0 1 2,2 

10 1,7 1,3 1,4 1,3 1,3 1,6 0 1 0,3 1 

11 1 0 0,6 0 2,7 1 1,5 3,4 0,9 1,5 

12 0,9 0,5 1 1,2 1,9 0 1 0,8 0 1,7 

13 1 0,7 1,5 0 1 1,4 0 1 1 3,2 

14 1 1 2,5 1,5 2,5 0 1 2,5 1,7 0,9 

15 2 0,2 1,6 0 2 1,5 1 0 0,7 1 

16 2,4 1,7 1,3 1,5 2,4 1 0 3,5 0 1,8 

17 1,1 3,2 0,7 1,2 0,9 0 0,4 3,2 1,5 2,1 

18 0 2,3 0 0 3 0,9 2,3 1,2 1,7 0,6 

19 0 3,4 0,9 0 1,2 1,9 0,1 1,9 0,9 1,5 

20 1,1 3,4 2,0 1,3 0,8 2 0 1 1,2 2,3 

 

5. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
 

1. В виде каких уравнений представляется модель объекта в про-

странстве состояний? 

2. Какие переменные состояния называются фазовыми? 

3. Что представляют собой матрицы A  и B  в уравнении состоя-

ния? 

4. Что отражает матрица наблюдения в уравнении выхода? 

5. В каком случае, при описании одномерного объекта перемен-

ные состояния нельзя выразить, как фазовые? 

6. Достоинства и недостатки описания многомерного объекта фа-

зовыми переменными состояния. 

7. Достоинства и недостатки описания многомерного объекта пе-

ременными состояния на основе линейной комбинации вход-

ных и выходных переменных. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №3. РАСЧЕТ  

И ПОСТРОЕНИЕ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

3.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Цель работы – изучение частотных характеристик систем 

автоматического управления (САУ) и её элементов и приобрете-

ние практических навыков в построении частотных и логариф-

мических частотных характеристик. 

3.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Частотные характеристики описывают передаточные свой-

ства САУ и её элементов в режиме установившихся гармониче-

ских колебаний, вызванных внешним гармоническим воздей-

ствием. Зная частотные характеристики элемента или системы, 

можно определить их реакцию на гармонические воздействия 

различных частот. 

Частотные характеристики широко используются в теории и 

практике автоматического управления, что обусловлено следую-

щими причинами: 

– реально встречающиеся воздействия, как правило, могут 

быть представлены в виде суммы гармоник различных частот на 

основе преобразования Фурье; 

– в установившемся режиме гармонические сигналы пере-

даются линейными системами без искажения; 

– не возникает затруднений в экспериментальном исследо-

вании поведения систем при гармонических входных воздействи-

ях. 

Рассмотрим физическую сущность и разновидности частот-

ных характеристик. 

Пусть на вход линейного элемента в момент времени t=0 

подано гармоническое воздействие g(t) (рис. 2.1) определённой 

частоты ω, то есть  

)sin()(  tAtg ,    (2.1) 

где А – амплитуда гармонического воздействия; 

 – фаза гармонического воздействия; 
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ω – частота гармонического воздействия, =2π/Т, где T – пе-

риод гармонического воздействия. 

Через некоторое время, необходимое для протекания пере-

ходного процесса, элемент войдёт в режим установившихся вы-

нужденных колебаний, а выходная величина y(t) будет изменять-

ся по гармоническому закону с той же частотой ω, но с другими 

амплитудой В и фазой ψ (рис. 2.1)., т. е. 

)sin()(  tBty ,     (2.2) 





A
  

  

B
  

  

T    

t    

g    (    t    )    ,    y    (    t    )    

y    (    t    )    

g    (    t    )    

 

Рисунок 2.1 – Входное и выходное гармонические воздействия 

Повторяя такой эксперимент при фиксированной амплитуде 

А для различных значений частоты  (от 0 до +∞), можно устано-

вить, что амплитуда В и фазовый сдвиг   выходной ве-

личины зависят от частоты входного воздействия. Следовательно 

зависимости амплитуды В и фазы  от частоты  могут служить 

характеристиками динамических свойств элементов (системы). 

Изменение амплитуды В и фазы  определяется не только 

изменениями частоты, но и характеристиками рассматриваемого 

элемента (видом дифференциального уравнения и его парамет-

рами), а амплитуда ещё и амплитудой входного воздействия А. 

Зависимость отношения амплитуд В/А выходного и входно-

го сигналов от частоты называется амплитудной частотной функ-

цией А(ω), а её график при изменении частоты  от 0 до +∞ 
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называется амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ). АЧХ 

показывает как элемент или система пропускают сигналы раз-

личной частоты. Причём оценка пропускания осуществляется по 

соотношению амплитуд В/А. АЧХ имеет размерность, равную от-

ношению размерности выходной величины к размерности вход-

ного воздействия. 

Зависимость фазового сдвига   между выходным и 

входным сигналами от частоты называется фазовой частотной 

функцией (ω), а её график фазово-частотной характеристикой 

(ФЧХ). ФЧХ показывает какое отставание или опережение по фа-

зе создаёт элемент при различных частотах. 

Обобщением понятий А(ω) и (ω) является амплитудно-

фазовая частотная функция (частотная передаточная функция) 

W(jω), которая характеризует изменение амплитуды и фазы вы-

ходной величины системы в установившемся режиме при прило-

жении на вход гармонического воздействия. График частотной 

передаточной функции W(jω) при изменении частоты ω от 0 до 

+∞ называется амплитудно-фазовой частотной характеристикой 

(АФЧХ). 

Частотная передаточная функция W(jω) получается с помо-

щью преобразования Фурье, являющегося частным случаем пре-

образования Лапласа при  jp , то есть 






0

)()( dtetxjX tj     (2.3) 

На практике W(jω) получают путём замены в передаточной 

функции: 

nn
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mm
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pW
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
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p на jω. В итоге имеем, что: 
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которая является функцией комплексной переменной, модуль ко-

торой является амплитудной частотной функцией А(ω), а аргу-

мент – фазовой частотной функцией (ω). 

АФЧХ представляется на комплексной плоскости. Пример 

АФЧХ приведен на рисунке 2.2. Он показывает, что АФЧХ пред-

ставляет собой годограф, определяющий геометрическое место 

точек для вектора с модулем А(ω) при изменении частоты ω от 0 

до +∞. 

P    (    )    

j 
  

 
Q

  
  

( 
  

 




) 
  

 





( 
  
 





) 
  
 

A    (    )    

=    0    

j    

 

Рисунок 2.2 – Амплитудно-фазовая частотная характеристика 

В соответствии с формулой Эйлера можно записать: 

)()()()( )(   jQPeAjW j ,   (2.6) 

где P(ω) – вещественная частотная функция; 

Q(ω) – мнимая частотная функция. 

График функции P(ω) при изменении частоты ω от 0 до +∞ 

называется вещественной частотной характеристикой (ВЧХ), а 

график функции Q(ω) – мнимой частотной характеристикой 

(МЧХ). 

На основе выражения (2.6) и графика на рисунке 2.2 можно 

записать: 

)()()( 22  QPA ,    (2.7) 
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)(

)(
)(






P

Q
arctg ,     (2.8) 

)(cos)()(  AP ,    (2.9) 

)(sin)()(  AQ .    (2.10) 

Основным достоинством частотных характеристик является 

то, что они без решения дифференциальных уравнений позволя-

ют судить о поведении системы: оценивать устойчивость САУ; 

определять показатели качества; рассчитывать средства коррек-

ции систем для получения заданных показателей качества. 

При практических расчетах САУ удобно использовать ча-

стотные характеристики, построенные в логарифмической систе-

ме координат. Такие характеристики называются логарифмиче-

скими. Они имеют меньшую кривизну и поэтому могут быть 

приближённо заменены ломаными линиями, составленными из 

нескольких прямолинейных отрезков. Эти отрезки в большинстве 

случаев удаётся построить без громоздких вычислений при по-

мощи некоторых простых правил. Кроме того, в логарифмиче-

ской системе координат легко находить характеристики различ-

ных соединений звеньев, так как умножению и делению обычных 

характеристик соответствует сложение и вычитание ординат ло-

гарифмических характеристик. 

За единицу длины по оси частот логарифмических характе-

ристик берут декаду. Декада – интервал частот, заключённый 

между произвольным значением частоты ω и его десятикратным 

увеличением 10ω. Отрезок логарифмической оси частот, соответ-

ствующий одной декаде, равен 1. 

На практике обычно используют: 

– логарифмическую амплитудно-частотную характеристи-

ку (ЛАЧХ); 

– логарифмическую фазо-частотную характеристику 

(ЛФЧХ). 

ЛАЧХ называется кривая, соответствующая двадцати деся-

тичным логарифмам модуля АФЧХ системы, построенная в деся-

тичном логарифмическом масштабе частот, то есть 
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)(lg20)(  jWL .    (2.11) 

Её ординаты измеряются в логарифмических единицах – де-

цибелах (дБ) или белах (Б). Если мощность одного сигнала боль-

ше (меньше) мощности другого сигнала в 10 раз, то они отлича-

ются по мощности на 1 Бел. 

При построении ЛФЧХ логарифмический масштаб приме-

няется только для оси частот. 

3.3 ПРИМЕР РАСЧЁТА И ПОСТРОЕНИЯ  

ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

3.3.1 Постановка задачи 

Дана передаточная функция САУ 

)1)(1(

)1(
)(

32

1






pTpT

pTk
pW ,    (3.1) 

где k – коэффициент передачи, k =10; 

Т1, Т2, Т3 – постоянные времени, Т1 = 1, Т2 = 2, Т3 = 3. 

Требуется построить следующие частотные характеристики: 

АФЧХ, АЧХ, ФЧХ, ВЧХ, МЧХ. 

3.3.2 Получение выражений для расчёта частотных харак-

теристик 

Раскроем скобки в передаточной функции (3.1) 

1)(
)(

32
2

32

1






pTTpTT

kpkT
pW .   (3.2) 

Подставим в выражение (3.2) значения коэффициентов k1, 

Т1, Т2, Т3 

156

1010
)(

2 




pp

p
pW .    (3.3) 

Получим частотную передаточную функцию W(jω), заменив 

в выражении (3.3) р на jω: 
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1010
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2 j

j
jW .    (3.4) 

Получим выражения для расчёта ВЧХ P(ω) и МЧХ Q(ω). 

Для этого необходимо освободиться от мнимой единицы в зна-

менателе. Так как 22))(( bajbajba  , то, умножив числи-

тель и знаменатель выражения (3.4) на комплексно-сопряжённый 

знаменатель, освободимся от мнимости в знаменателе: 
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   (3.5) 

После небольших преобразований выражение (3.5) можно 

записать в следующем виде: 

42

2
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36131

)4060(

36131

1010
)(





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
 jjW . (3.6) 

На основе (3.6) имеем, что 
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АЧХ А(ω) и ФЧХ (ω) определяются на основе P(ω) и Q(ω) 

по выражениям (2.7) и (2.8). 

3.3.3 Построение частотных характеристик 

1. Построение частотных характеристик начинается с часто-

ты ω =0. При ω =0: 

P(ω)=10; Q(ω)=0; А(ω) = 10; ()= 0. 

2. Заканчивается построение частотных характеристик при 

частоте ω = ∞, при которой P(ω)= 0; Q(ω)=0, так как раскрыв не-

определённость вида ∞/∞ в выражениях (3.7) и (3.8) по правилу 

Лопиталя, получаем знаменатель равным ∞. 

3. Определяются точки пересечения АФЧХ с мнимой осью. 

Для этого приравняем P(ω) к нулю: 

01010 2  , то есть ω=1. 

Итак при частоте ω=1 АФЧХ пересекает мнимую ось. 

4. Определяются точки пересечения АФЧХ с вещественной 

осью, то есть приравнивается к нулю Q(ω): 

0)4060( 2  ; 

0)( Q , если ω=0; 

0)( Q , если 04060 2  . 

Решив последнее уравнение относительно ω, получаем, что 

60

40
 , то есть получаются чисто мнимые корни. Отсюда де-

лаем вывод, что АФЧХ только начинается на вещественной оси 

при ω=0 и заканчивается на ней при ω = ∞. 

5. Определяются значения частотных характеристик в ин-

тервалах: (0;1) и (1;+∞). Значения частотных характеристик для 

частотного интервала приведены в таблице 3.1. 
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Таблица 3.1 – Значение частотных характеристик в интервале  

ω 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,7 0,9 

P(ω) 10 8,73 6,09 3,7 2,01 1,15 0,32 0,05 

Q(ω) 0 -3,08 -5,38 -5,53 -4,96 -4,23 -3,03 -2,27 

А(ω) 10 9,44 8,13 6,65 5,35 4,38 3,05 2,27 

(ω) 0˚ -24,8˚ -41,4˚ -56,2˚ -67,9˚ -74,5˚ -84˚ -88,7˚ 

ω 1 1,5 2 3 5 10 20 ∞ 

P(ω) 0 -0,06 -0,05 -0,03 -0,01 -0,003 -0,0001 0 

Q(ω) -2 -1,24 -0,89 -0,57 -0,34 -0,1 -0,08 0 

А(ω) 2 1,24 0,89 0,57 0,34 0,17 0,08 0 

(ω) -90˚ -92,7˚ -93,2˚ -95˚ -97,8˚ -98,5˚ -99,5˚ -180˚ 

АФЧХ приведена на рисунке 3.1; АЧХ и ВЧХ – на рисунке 

3.2; МЧХ – на рисунке 3.3; ФЧХ – на рисунке 3.4. 

 =    0    

j    

1    2    3    4    5    6    7    8    9    1    0    
-    1    

-    2    

-    3    

-    4    

-    5    

-    6    
 

Рисунок 3.1 – Амплитудно-фазовая частотная характеристика 

(АФЧХ) 
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1    2    3    4    5    0    

2    

4    

6    

8    

1    0    



P    (    )    ,    A    (    )    

A    (    )    

P    (    )    

 

Рисунок 3.2 – Вещественная частотная характеристика (ВЧХ)  

и амплитудная частотная характеристика (АЧХ) 

1    2    3    4    5    

0    



Q    (    )    

-    2    

-    4    

-    6    

 

Рисунок 3.3 – Мнимая частотная характеристика (МЧХ) 
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1    2    3    4    5    

0    



(    )    

-    9    0    Е    

-    4    5    Е    

 

Рисунок 3.4 – Фазовая частотная характеристика (ФЧХ) 

3.4 МЕТОДИКА И ПРИМЕРЫ ПОСТРОЕНИЯ 

ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНЫХ 

ХАРАКТЕРИСТИК 

3.4.1 Методика построения ЛАЧХ 

1. Определяются сопрягающие частоты: 

n
n

TTT

1
;;

1
;

1

2
2

1
1   .    (4.1) 

Полученные значения откладываются на оси частот в лога-

рифмическом масштабе ( 1lg  , 2lg  , …, nlg ). 

2. На начальном интервале частот 1i  наклон ЛАЧХ за-

висит от вида системы: 

– если система статическая, то в интервале частот 1i  

откладывается горизонтальная прямая проходящая на расстоянии 

20lgk дБ от логарифмической оси частот; 

– если система астатическая (полином в знаменателе  

передаточной функции W(p) имеет нулевые корни), то в интерва-

ле частот 1i  проводится прямая с отрицательным наклоном 

–20v дБ/дек, где v – степень астатизма системы (число нулевых 

корней знаменателя передаточной функции), через точку с коор-

динатами (lg1, 20lgk), т. е. (0, 20lgk); 
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– если система с нулевыми нулями (полином в числителе 

передаточной функции W(p) имеет нулевые корни), то в интерва-

ле частот 1i  проводится прямая с положительным наклоном 

+20λ деб/дек, где λ – число нулевых корней числителя переда-

точной функции, через точку с координатами ( )1(lg k , 0). 

3. После каждой сопрягающей частоты 2 , …, n  наклон 

ЛАЧХ L(ω) меняется в зависимости от того, какому звену при-

надлежит сопрягающая частота. В итоге получается асимптоти-

ческая ЛАЧХ в виде ломаной прямой. 

4. При необходимости более точного построения точки 

ЛАЧХ в окрестностях точек излома корректируются значения 

L(ω) с использованием специальных таблиц поправок, приведён-

ных в [1-5]. 

Примечание: ЛФЧХ строится так же, как и ЧХ, но при этом 

используется логарифмический масштаб частот. 

3.4.2 Пример построения ЛАЧХ статической САР 

Дана передаточная функция статической системы: 

)1)(1(

)1(
)(

32

1






pTpT

pTk
pW ,     (4.2) 

где k = 10; Т1 = 0,1; Т2 = 0,5; Т3 = 0,05. 

Построить асимптотическую ЛАЧХ для статической систе-

мы. 

Для построения ЛАЧХ воспользуемся формой представле-

ния комплексного числа в соответствии с формулой Эйлера: 

 jcejba ,     (4.3) 

где 22 bac  ; 
a

b
arctg . 

Найдём частотную передаточную функцию: 

)1)(1(

)1(
)(

32

1






jTjT

jTk
jW    (4.4) 

или с учётом (4.3) 
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32

1

22
3

22
2

22
1

11

1
)(

TjarctgTjarctg

Tjarctg

eTeT

eTk
jW








 . (4.5) 

Тогда модуль частотной передаточной функции 

22
3

22
2

22
1

11

1
)(






TT

Tk
jW .   (4.6) 

Отсюда имеем, что 

22
3

22
2

22
1

1lg201lg20

1lg20lg20)(lg20)(lg20)(





TT

TkAjWL
.   (4.7) 

Определим сопрягающие частоты: 

10
1,0

11

1
1 

T
, 1lg 1  ; 

2
5,0

11

2
2 

T
, 3,0lg 2  ; 

20
05,0

11

3
3 

T
, 3,1lg 3  . 

Отложим значения частот на оси частот в логарифмическом 

масштабе, как показано на рисунке 4.1. 

0    

2    0    l    g    k    =    2    0    

l    g    ,    д    е    к    

L    (    )    ,    д    Б    

l    g    2    0    ,    3    2    l    g    1    =    1    l    g    3    1    ,    3    

А    

B    C    1    

-    2    0    д    Б    /    д    е    к    

-    2    0    д    Б    /    д    е    к    

 

Рисунок 4.1 – Пример ЛАЧХ статической САУ 
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Так как система статическая, то в интервале частот 2  

проводится горизонтальная прямая  на расстоянии 20lgk дБ от ло-

гарифмической оси частот 

2010lg20lg20 k  дБ    (4.8) 

до пересечения с ординатой, проходящей через частоту ω2 (точка 

А). 

Так как частота ω2 принадлежит звену с отрицательным 

наклоном, то из точки А проводится прямая с наклоном –

20 дБ/дек до пересечения с ординатой через частоту ω1 (точка В). 

Наклон –20 дБ/дек получается при соединении точек с координа-

тами (0, 20lgk) и (1,0) на рисунке 4.1 линия 1. 

Частота ω1 принадлежит звену с положительным наклоном 

20дБ/дек, поэтому в интервале частот от ω1 до ω3 получим гори-

зонтальную прямую (отрезок ВС).  

Частота ω3 принадлежит звену с отрицательным наклоном –

20 дБ/дек, поэтому L(ω) дальше пойдёт под наклоном 20 дБ/дек 

из точки С. 

3.4.3 Пример построения ЛАЧХ астатической САР 

Дана передаточная функция астатической системы: 

)1(

)1(
)(

2

2
1






pTp

pTk
pW ,     (4.9) 

где k=10; Т1=0,05; Т2=0,5. 

Построить ЛАЧХ для астатической системы первого поряд-

ка. 

Примечание: Формально степень астатизма САР определя-

ется степенью переменной р в знаменателе передаточной функ-

ции. Так как в примере р в первой степени, значит рассматривае-

мая САР имеет астатизм первого порядка. 

Аналогично предыдущему примеру найдём )( jW  и 

)( jW . 
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 
2

1

22
2

90

2
22

1

2

2
1

1

1

)1(

)1(
)(

Tjarctgj

Tjarctg

eTe

eTk

jTj

jTk
jW













 . (4.10) 

Отсюда 

 
22

2

2
22

1

1

1
)(






T

Tk
jW .    (4.11) 

Тогда 

22
2

22
1 1lg201lg40lg20lg20

)(lg20)(lg20)(





TTk

AjWL
. (4.12) 

Определим сопрягающие частоты: 

20
05,0

11

1
1 

T
, 3,1lg 1  ; 

2
5,0

11

2
2 

T
, 3,0lg 2  . 

Отложим их на оси частот в логарифмическом масштабе, 

как показано на рисунке 4.2. 

 

Рисунок 4.2 – Пример ЛАЧХ для астатической САР 
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На участке частот 2  проводим прямую с наклоном –

20 дБ/дек через точку с координатами (0; 20lgk). Масштаб накло-

на – 20деб/дек показан линией 1, так как 20lgk=20lgω, а значит  

lgω= lgk= lg10=1. 

На участке частот (ω1;ω2) проводится прямая с наклоном –

40 деб/дек, так как звено с частотой имеет отрицательный наклон 

–20 деб/дек. Масштаб наклона – 40деб/дек показан линией 2. 

На участке частот (ω2;∞) L(ω) имеет наклон –20 деб/дек, так 

как звено с частотой ω2 имеет положительный наклон 

+20 деб/дек. 

3.4.4 Пример построения ЛАЧХ САР с нулевыми корнями  

в числителе передаточной функции. 

Дана передаточная функция: 

 

)1)(1(
)(

21 


pTpT

kp
pW

,    (4.13) 

где k=10; Т1=0,05; Т2=0,5. 

Найдём )( jW  и 
)( jW

. 

 

 

.
11)1)(1(

)(
21 2

2

22

1

2
21

TjarctgTjarctg

jarctg

eTeT

ek

jTjT

kj
jW

 


















  
(4.14) 

Отсюда 

;
11

)(
2

2

22

1

2 TT

k
jW









    (4.15) 

 

Тогда 
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2
1

2

2
2

2

1lg20

1lg20lg20lg20)(lg20)(

T

TkjWL




 (4.16) 

Определим сопрягающие частоты: 

 

;3,0lg;2
5.0

11
1

2

1  
T  

;3,1lg;20
05.0

11
2

1

2  
T  
 

и отложим их на оси частот в логарифмическом масштабе 

(рис. 4.3). 

На участке частот ω < ω1 проводим прямую с наклоном 

+20 деб/дек через точку с координатами (-1;0) до ординаты ω1 

(точка А). Эти координаты находим исходя из уравнения:  

 

20lgk+20lg ω =0; или 20lgk= -20lg ω =0,  

отсюда lg ω= -lgk= lg k

1

. 

 

Так как k=10, то имеем lg ω = -1. 

-20деб/дек+20деб
/д

ек

L()

20деб

-1 0

0деб/дек

0,3 1 1,3 2



ВА

 

Рисунок 4.3 – Пример ЛАЧХ для САР  

с нулевыми корнями уравнения в числителе (λ =1) 
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На участке (ω; ω1) проводим прямую с нулевым наклоном 

(отрезок АВ), т. к. звено с частотой ω1 имеет положительный 

наклон +20 деб/дек. 

На участке (ω2;∞) L(ω) имеет наклон -20 деб/дек, т. к. звено 

с частотой ω2 имеет отрицательный наклон -20 деб/дек. 

3.5 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Ознакомиться с частотными характеристиками САУ и её 

звеньев и методикой их построения. 

2. Построить амплитудно-фазовую частотную характери-

стику по передаточным функциям, приведённым в табл. 5.1 и 

значениям их параметров из табл. 5.2 в соответствии с вариантом, 

заданным преподавателем. 

Таблица 5.1 – Передаточные функции 

Номер передаточной 

функции 
Передаточная функция 

I 
)1()1(

)1(
)(

32

1
1

pTpT

pTk
pW

m 






 

II 
)1)(1(

)1(
)(

32

1
2

pTpTp

pTk
pW








 

III 
)1()1(

)1(
)(

32

1
3

pTpT

pTkp
pW

m 


  

IV nm pTpT

pTk
pW

)1()1(

)1(
)(

32

1
4




  

 

3. Построить одну из частотных характеристик (АЧХ, ФЧХ, 

ВЧХ, МЧХ) в соответствии с вариантом, заданным преподавате-

лем. 

4. Ознакомиться с логарифмическими частотными характе-

ристиками и методикой их построения. 

5. Построить ЛАЧХ в соответствии с заданным преподава-

телем вариантом по данным, приведённым в табл. 5.1 и 5.2.  
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Таблица 5.2 – Параметры передаточной функции 

Номер 

вари-

анта 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Номер 

W(p) 
I II III IV I II III IV I II III IV 

Тип 

ЧХ А
Ч

Х
 

Ф
Ч

Х
 

В
Ч

Х
 

М
Ч

Х
 

А
Ч

Х
 

Ф
Ч

Х
 

В
Ч

Х
 

М
Ч

Х
 

А
Ч

Х
 

Ф
Ч

Х
 

В
Ч

Х
 

М
Ч

Х
 

k 10 5 2 4 1,5 2 2,5 3 0,2 0,4 0,6 0,8 

Т1 1 0,1 0,2 0,5 0,5 0,1 0,5 0,1 1 2 2,4 5 

Т2 2 1 0,1 1 2 1 5 0,2 0,5 0,4 3 2 

Т3 5 2 4 2 2 1 0,3 3 0,5 0,4 0,3 2 

  1 2 - - 2 1 - - 2 2 - - 

m 2 - 2 2 1 - 2 1 2 - 1 1 

n - - - 1 - - - 2 - - - 2 

 

6. Оформить и защитить отчёт по лабораторной работе. 

 

3.6 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. В чём достоинство частотных характеристик? 

2. Что характеризует фазовая частотная характеристика? 

3. Как получается частотная передаточная функция? 

4. В чём состоит достоинство логарифмических частотных 

характеристик? 

5. Как получается модуль частотной передаточной функции 

при построении ЛАЧХ? 

6. Что такое декада? 

7. В чём особенность построения ЛФЧХ? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №4.  
ТИПОВЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗВЕНЬЯ 

4.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Цель работы – изучение типовых динамических звеньев, их 

временных и частотных характеристик и приобретение практиче-

ских навыков по получению характеристик типовых динамиче-

ских звеньев и исследованию влияния их параметров на вид ха-

рактеристик. 

4.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

4.2.1 Виды типовых динамических звеньев 

При решении задач анализа и синтеза систем автоматиче-

ского управления (САУ) широко используется операторный ме-

тод [1], базирующийся на преобразовании Лапласа. Это позволя-

ет представить САУ с точки зрения происходящих в них пере-

ходных (динамических) процессов как совокупность взаимодей-

ствующих между собой динамических звеньев. 

Динамическое звено – это математическая модель элемента 

системы (или части сложного элемента), которая отображает 

лишь его динамические свойства, а не физическую сущность, 

происходящих в нем процессов. У каждого динамического звена 

могут быть только одна входная и одна выходная переменные. 

Поэтому многомерные элементы системы, то есть элементы с не-

сколькими входными и выходными переменными разделяют на 

соответствующее число динамических звеньев. Основным свой-

ством динамического звена является свойство однонаправленно-

сти, то есть выходная переменная динамического звена не оказы-

вает на него какого-либо влияния. 

Элементы САУ различные по физической природе, кон-

структивному исполнению, принципу действия и другим харак-

теристикам, но описываемые линейными дифференциальными 

уравнениями одного и того же вида имеют одинаковые переда-

точные функции, то есть являются одинаковыми (однотипными) 

динамическими звеньями. 
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Для облегчения (упрощения) решения задач анализа и син-

теза САУ сложные динамические звенья разбиваются на более 

простые, так называемые типовые динамические звенья (ТДЗ), 

которые описываются линейными дифференциальными уравне-

ниями не выше второго порядка. ТДЗ могут быть как составными 

частями звеньев САУ, так и самостоятельными звеньями систе-

мы, поэтому знание их характеристик существенно облегчает 

анализ и синтез таких систем. 

ТДЗ, в общем случае [2, 3], описываются линейным диффе-

ренциальным уравнением второго порядка вида: 

)()()()()( 10210 txbtxbtyatyatya  ,  (2.1) 

или соответствующей передаточной функцией 

21
2

0

10)(
apapa

bpb
pW




 ,    (2.2) 

где a0, а1, а2, b0, b1 – постоянные коэффициенты дифференци-

ального уравнения (параметры передаточной функции); 

x(t), y(t) – соответственно, входная и выходная переменные 

ТДЗ; 

t – непрерывное время; 

p – оператор дифференцирования 
dt

d
. 

При обращении в нуль тех или иных коэффициентов диф-

ференциального уравнения (2.1) изменяется как вид дифференци-

ального уравнения, так и вид передаточной функции (2.2), что 

отражает изменение динамических свойств звена. Если а2≠0 и 

b1≠0, то ТДЗ обладают статизмом, то есть однозначной связью 

между выходной и входной переменными в установившемся ре-

жиме. ТДЗ, у которых а2≠0, а1≠0, а0≠0, обладают инерционно-

стью. 

Перечень ТДЗ, их условные обозначения и значения коэф-

фициентов приведены в таблице 2.1, где k – коэффициент переда-

чи звена; Т, Т1, Т2 – постоянные времени; ξ – коэффициент демп-

фирования (затухания). Так как в настоящее время нет устано-

вившегося мнения о количестве и перечне ТДЗ, то в таблице 2.1 
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приведены только те звенья, которые наиболее часто встречаются 

в литературе. 

Пользуясь таблицей 2.1, можно без труда записать диффе-

ренциальное уравнение и передаточную функцию для любого 

ТДЗ. В качестве примера рассмотрим колебательное и реальное 

дифференцирующие звенья. 

Колебательное звено имеет следующие значения коэффици-

ентов: 

а0=Т
 2
; а1=Т1=2ξТ; а2=1; b0=0; b1=k. 

Тогда в соответствии с выражениями (2.1) и (2.2) можно за-

писать 

)()()(2)(2 tkxtytyTtyT  ,    (2.3) 

12
)(

22 


TppT

k
pW .     (2.4) 

Таблица 2.1 – Типовые динамические звенья  

и коэффициенты их дифференциальных уравнений  

№ 

Ус-

лов-

ное 

обо-

значе-

ние 

Наименование 

звена 
а0 а1 а2 b0 b1 

Приме-

чание 

1 УЗ 

Безинерционное 

(усилительное, про-

порциональное) 

0 0 1 0 k  

2 АЗI 

Апериодическое 

(инерционное) пер-

вого порядка 

0 Т 1 0 k  

3 АЗII 
Апериодическое 

второго порядка 
Т2

2 
Т1 1 0 k Т1 ≥ 2Т2 

4 КБЗ Колебательное Т
2 

Т1 1 0 k 
Т1=2ξТ; 

0<ξ<1 

5 КНЗ 

Консервативное 

(идеальное колеба-

тельное) 

Т
2 

0 1 0 k  
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Продолжение таблицы 2.1 

№ 

Ус-

лов-

ное 

обо-

значе-

ние 

Наименование 

звена 
а0 а1 а2 b0 b1 

Приме-

чание 

6 ИИЗ 
Идеальное интегри-

рующее 
0 1 0 0 k  

7 РИЗ 
Реальное интегри-

рующее 
Т 1 0 0 k  

8 ИЗ 

Изодромное (про-

порционально-

интегрирующее) 

0 1 0 k1 k k1=kТ 

9 ИДЗ 
Идеальное 

дифференцирующее 
0 0 1 k 0  

10 РДЗ 
Реальное 

дифференцирующее 
0 Т 1 k 0  

11 ФЗ Форсирующее 0 0 1 k1 k k1=kТ 

Реальное дифференцирующее звено имеет следующие зна-

чения коэффициентов: 

а0=0; а1=Т; а2=1; b0=k; b1=0. 

Тогда можно записать: 

)()()( txktytyT  ;     (2.5) 

1
)(




Tp

kp
pW .       (2.6) 

Типовые динамические звенья, приведенные в таблице 2.1, 

делятся на три класса: 

– позиционные звенья (усилительное, апериодическое пер-

вого и второго порядков, колебательное, консервативное); 

– интегрирующие звенья (идеальное и реальное интегри-

рующие, изодромное); 

– дифференцирующие звенья (идеальное и реальное диф-

ференцирующие, форсирующее). 
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Позиционные звенья (кроме консервативного) характеризу-

ются тем, что в каждом из них при подаче на вход постоянной 

величины с течением времени устанавливается постоянное зна-

чение выходной переменной. Отношение установившегося зна-

чения выходной величины к входной величине определяется ко-

эффициентом передачи k. Наличие и продолжительность пере-

ходного процесса определяется постоянной времени Т (чем 

больше Т, тем больше длится переходный процесс). Особенность 

консервативного звена состоит в том, что оно характеризуется 

незатухающими колебаниями на выходе при постоянном воздей-

ствии на входе. 

Интегрирующие звенья характеризуются тем, что при по-

стоянном входном воздействии выходная переменная y(t) неогра-

ниченно возрастает. В этих звеньях коэффициент передачи k ха-

рактеризует скорость этого роста. 

Дифференцирующие звенья реагируют только на изменение 

входной переменной. Форсирующее звено сочетает в себе свой-

ства позиционных и дифференцирующих звеньев. 

Важное место среди ТДЗ занимает звено чистого запаздыва-

ния. Это звено передаёт входное воздействие с входа на выход 

без искажения формы. Однако все мгновенные значения входно-

го воздействия выходная переменная принимает с некоторым от-

ставанием (запаздыванием). 

Звено чистого запаздывания (ЗЧЗ) описывается уравнением 

)()(  txty ,     (2.7) 

где τ – время запаздывания. 

Уравнение (2.7) не является дифференциальным, а относит-

ся к классу особых уравнений со смещённым (запаздывающим) 

аргументом. Передаточная функция звена чистого запаздывания 

не является дробно-рациональной функцией и определяется сле-

дующей формулой: 

pepW )( .     (2.8) 

ТДЗ можно разделить на звенья, которые поддаются даль-

нейшему расчленению, и звенья, которые не поддаются дальней-

шему расчленению. Последние звенья называются элементарны-

ми ТДЗ и к ним относятся: усилительное, апериодическое перво-
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го порядка, колебательное (консервативное), идеальное интегри-

рующее и идеальное дифференцирующее звенья, а также звено 

чистого запаздывания. Остальные ТДЗ можно получить из эле-

ментарных звеньев. Например, апериодическое звено второго по-

рядка можно представить как последовательное соединение двух 

апериодических звеньев первого порядка, реальное интегрирую-

щее звено  как последовательное соединение идеального инте-

грирующего звена и апериодического звена первого порядка. 

 

4.2.2 Временные характеристики типовых динамических 

звеньев 

 

Временными характеристиками ТДЗ называются графики 

решения их дифференциальных уравнений при некоторых стан-

дартных (типовых) воздействиях. В качестве стандартных воз-

действий в основном рассматриваются: 

– единичное ступенчатое воздействие (единичная ступен-

чатая функция) 1(t), то есть: 

 










.0,0

;0,1
)(1

t

t
t      (2.9) 

 

График единичного ступенчатого воздействия представлен 

на рисунке 2.1. 

– единичное импульсное воздействие δ(t): 

 










.0,0

;0,
)(

t

t
t      (2.10) 

 




1)( dtt . 

 

Воздействие δ(t) представляет собой импульс бесконечно 

большой амплитуды и бесконечно малой длительности (рис. 2.2). 
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t

1(t)

1

0

 

Рисунок 2.1 – График единичного ступенчатого воздействия 

 

t

(t)

0
 

Рисунок 2.2 – График единичного импульсного воздействия 

 

В качестве временных характеристик рассматриваются: 

– переходная функция h(t), характеризующая переходный 

процесс, вызванный единичным ступенчатым воздействием при 

нулевых начальных условиях; 

– весовая (импульсная переходная) функция ω(t), характе-

ризующая переходный процесс, вызванный единичным импульс-

ным воздействием при нулевых начальных условиях. 

Временные характеристики ТДЗ приведены в приложении 

(таблица А.1). 
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4.2.3 Частотные характеристики типовых динамических 

звеньев 

 

Частотные характеристики описывают переходные свойства 

ТДЗ в режиме установившихся гармонических колебаний, вы-

званных внешними гармоническими колебаниями. 

Основными частотными характеристиками ТДЗ являются: 

– амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ), 

график частотной передаточной функции: 

)(

21
2

0

10 )()()(
)(

)( 



 jeAjQP

ajaja

bjb
jW ,  (2.11) 

где j – мнимая единица; 

P() – вещественная частотная характеристика; 

Q() – мнимая частотная характеристика; 

A() – амплитудная частотная характеристика; 

φ() – фазовая частотная характеристика; 

– вещественная частотная характеристика (ВЧХ) P(ω): 

)(cos)()(  AP ;   (2.12) 

– мнимая частотная характеристика (МЧХ) Q(ω): 

)(sin)()(  AQ ;   (2.13) 

– амплитудная частотная характеристика (АЧХ) А(ω): 

)()()( 22  QPA ;   (2.14) 

– фазовая частотная характеристика (ФЧХ) φ(ω): 

)(

)(
arctg)(






P

Q
.    (2.15) 

При синтезе САУ широко используются логарифмические 

характеристики: 

– логарифмическая амплитудно-частотная характеристика 

(ЛАЧХ) 

)(lg20)(lg20)(  AjWL ;  (2.16) 
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– логарифмическая фазовая частотная характеристика 

(ЛФЧХ), которая представляет собой фазовую частотную харак-

теристику φ(ω), построенную в логарифмическом масштабе ча-

стот. 

В приложении (таблица А.2) приведены выражения для 

нахождения частотных характеристик ТДЗ и графики АФЧХ, 

ЛАЧХ, ЛФЧХ. 

 

4.3 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Ознакомиться с типовыми динамическими звеньями, их 

дифференциальными уравнениями, передаточными функциями, а 

также временными и частотными характеристиками. 

2. В соответствии с заданным вариантом найти дифферен-

циальное уравнение и передаточную функцию ТДЗ, пользуясь 

таблицей 2.1. Исходные данные приведены в таблице 3.1. 

Таблица 3.1 – Варианты заданий к п. 2 

№ 

вар. 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Тип 

ТДЗ 
УЗ ИИЗ ИДЗ ЗЧЗ АЗI КНЗ РИЗ РДЗ АЗII КБЗ ИЗ ФЗ 

k 2 1,8 0,5 1 0,4 0,8 1,4 0,2 1,1 1 1,4 0,4 

Т - - - - 5 1,4 2,2 0,4 - 2 1,8 0,3 

Т1 - - - - - - - - 3 - - - 

Т2 - - - - - - - - 1 - - - 

ξ, τ - - - 5 - - - - - 0,5 - - 

3. Исследовать влияние постоянных времени Т или Т2 на вид 

временных характеристик в соответствии с данными, приведён-

ными в таблице 3.2, и построить их графики. Количество итера-
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ций во всех вариантах взять равным 5. Временные характеристи-

ки ТДЗ приведены в приложении А (таблица А.1). 

Таблица 3.2 – Варианты задания к п. 3 

№ вар. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Тип 

ТДЗ 
РИЗ КБЗ АЗI АЗII ИЗ РИЗ КБЗ КНЗ РДЗ АЗI АЗII КНЗ 

Вид 

вре-

менной 

харак-

тери-

стики 

h(t) ω(t) h(t) h(t) h(t) ω(t) h(t) ω(t) h(t) ω(t) ω(t) h(t) 

k 1,4 0,8 1,8 1,3 2 1,1 1,2 0,7 0,4 1,1 1 1,2 

Тmin 

(T2 min) 
2 1 3 1,4 1,1 2 2 1,5 0,8 5 2 1 

ΔT 0,2 0,3 0,2 0,1 0,4 0,1 0,1 0,7 0,1 0,5 0,2 0,3 

T1, ξ - 0,6 - 4 - - 0,4 - - - 5 - 

4. Построить логарифмические частотные характеристики 

ЛАЧХ и ЛФЧХ в соответствии с заданным вариантом. Данные, 

приведены в таблице 3.3. Частотные характеристики ТДЗ приве-

дены в приложении А (таблица А.2). 

Таблица 3.3 – Варианты задания к п. 4 

№ 

вар. 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Тип 

ТДЗ 
КБЗ АЗI ИЗ РИЗ КНЗ ФЗ РДЗ АЗII ИЗ ФЗ РДЗ РИЗ 

k 10 20 30 5 5 8 10 20 5 8 5 8 

Т 10 100 100 10 100 10 10 - 10 100 20 100 

Т1 - - - - - - - 200 - - - - 

Т2 - - - - - - - 10 - - - - 

ξ 0,4 - - - - - - - - - - - 

5. Оформить и защитить отчёт по лабораторной работе. 



90 

 

4.4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Что такое динамическое звено? 

2. Что такое типовое динамическое звено? 

3. Чем отличается консервативное звено от других позици-

онных звеньев? 

4. В чём состоит различие между идеальным и реальным 

дифференцирующими звеньями? 

5. В чём состоит особенность звена чистого запаздывания? 

6. Какие типовые динамические звенья являются элемен-

тарными? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №5. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ 

СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

5.1 Цель работы 

Цель работы – изучение критериев устойчивости и приобре-

тение практических навыков по их использованию при анализе 

устойчивости линейных систем автоматического регулирования 

(САР), а также в построении областей устойчивости в плоскости 

одного параметра. 

5.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Критерии устойчивости – это правила исследования устой-

чивости САР без непосредственного решения дифференциально-

го уравнения. Из критериев устойчивости в работе рассматрива-

ются алгебраические критерии Гурвица и Рауса, частотные кри-

терии Михайлова и Найквиста, а также  логарифмический крите-

рий. 

 

5.2.1 Критерий Гурвица 

 

САР устойчива по критерию Гурвица, если при положи-

тельности коэффициентов характеристического уравнения 

01
1

10  


nn
nn apapapa        (2.1) 

все n определителей Гурвица, составленные по определённой 

схеме, положительны. Если хотя бы один из определителей 

Гурвица отрицательный, то система неустойчива. 

Матрица, по которой определяются все n определителей 

Гурвица, имеет вид 
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   (2.2) 

 

Итак, для устойчивости САР необходимо, чтобы: 

011  a ; 
20

31
2

aa

aa
 ; 0

0 31

420

531

3 

aa

aaa

aaa

; …; 

01  n ; 01  nnn a .    (2.3) 

 

5.2.2 Критерий Рауса 

 

САР устойчива по критерию Рауса, если положительны ко-

эффициенты первого столбца таблицы Рауса (таблица 2.1), вклю-

чая 0a  и 1a , где элементы столбцов, начиная с третьей строки, 

определяются по формуле:  

1,11,2,   kiikiki CrCС ,   (2.4) 

где i – порядковый номер строки в таблице Рауса, 13  n,i ; 

k – порядковый номер столбца таблицы Рауса, k=1, 2, …; 

ir  – вспомогательные коэффициенты. 

Вспомогательные коэффициенты определяются следующим 

образом 

1,1

1,2






i

i
i

C

C
r .         (2.5) 
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Таблица 2.1 – Таблица Рауса 

ir  
Номер 

строки 

Номер столбца 

1 2 3 … 

– 1 C11 = a0 C12 = a2 C13 = a4 … 

– 2 C21 = a1 C22 = a3 C23 = a5 … 

3r  3 C31 C32 C33 … 

… … … … … … 

ir  i Ci1 Ci2 Ci3 … 

… … … … … … 

nr  n + 1 Cn-1,1 … … … 

Если не все коэффициенты первого столбца положительны, 

то САР неустойчива. 

 

5.2.3 Критерий Михайлова 

 

Критерий Михайлова основан на рассмотрении характери-

стического уравнения САР, в котором вместо p используется j. 

В этом случае имеем функцию комплексной переменной вида 

 

)()()(  jVUjF ,    (2.6) 

где 

 
4

4
2

2)( nnn aaaU ; 

5
5

3
31)(   nnn aaaV . 

Система устойчива по критерию Михайлова, если при изме-

нении частоты  от 0 до + годограф Михайлова повернётся в 

положительном направлении (против часовой стрелки), начиная с 

вещественной положительной полуоси, на число квадрантов, 

равное порядку характеристического уравнения, то есть на угол 

n/2, при этом, нигде не обращаясь в нуль. 

Если годограф Михайлова проходит через начало коорди-

нат, то САР находится на границе устойчивости. 
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j    V    (    )    j    V    (    )    

U    (    )    U    (    )    

1    
2    

 

а)                                                            б) 

Рисунок 2.1 – Годографы Михайлова 

САР неустойчива по критерию Михайлова, если годограф 

проходит n квадрантов непоследовательно или проходит меньшее 

число квадрантов. На рисунке 2.1, а приведены годографы Ми-

хайлова для устойчивой САР (кривая 1), для САР на границе 

устойчивости (кривая 2), а на рисунке 2.1, б для неустойчивой 

САР при n = 4. 

 

5.2.4 Критерий Найквиста 

 

Особенность критерия Найквиста состоит в том, что он оце-

нивает устойчивость САР по амплитудно-фазовой частотной ха-

рактеристике её разомкнутой части, называемой годографом 

Найквиста. 

Если разомкнутая часть САР устойчива или находится на 

границе устойчивости, то для её устойчивости необходимо и до-

статочно, чтобы годограф Найквиста при изменении частоты  от 

0 до + не охватывал точку с координатами [-1, j0]. На рисунке 

2.2, а приведены годографы Найквиста для устойчивой разо-

мкнутой части САР (1 – САР устойчива; 2 – САР на границе 

устойчивости; 3 – САР неустойчива), а на рисунке 2.2, б, когда 

разомкнутая часть САР находится на границе устойчивости (1 – 

при наличии одного нулевого корня; 2 – при наличии пары чисто 

мнимых корней). 
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j    

-    1    -    1    0    0    

j    

=    0    

2    

1    

3    

1    1    2    

i    

 
а)      б) 

Рисунок 2.2 – Годографы Найквиста 

Если разомкнутая часть САР неустойчива, то для её устой-

чивости необходимо и достаточно, чтобы при изменении частоты 

 от 0 до + годограф Найквиста охватывал точку [-1, j0] l/2 раз 

в положительном направлении (против часовой стрелки), где l – 

число корней характеристического уравнения с положительной 

вещественной частью. 

 

5.2.5 Логарифмический критерий 

 

Логарифмический критерий – это критерий Найквиста, 

оценивающий устойчивость САР по логарифмическим частот-

ным характеристикам её разомкнутой части. 

Если разомкнутая часть САР устойчива, то для устойчиво-

сти САР необходимо и достаточно, чтобы число переходов лога-

рифмической фазовой частотной характеристики (ЛФЧХ) через 

линию –180 при положительных значениях логарифмической 

амплитудно-частотной характеристики (ЛАЧХ) было чётным (в 

частном случае равным 0). Пересечение ЛФЧХ линии –180 сни-

зу вверх считается положительным, а сверху вниз – отрицатель-

ным. На рисунке 2.3 показаны наиболее характерные ЛФЧХ (1 – 

САР устойчива; 2 – САР на границе устойчивости; 3 – САР не-

устойчива). 
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0    

l    g    ,    д    е    к    

L    (    )    ,    д    Б    

0    

l    g    ,    д    е    к    

(    )    ,    Е    

-    1    8    0    

l    g    с    

1    

2    

3    
 

Рисунок 2.3 – Логарифмические частотные характеристики 

при устойчивой разомкнутой части САР 

Если разомкнутая часть САР неустойчива, то для устойчи-

вости САР необходимо и достаточно, чтобы при положительных 

значениях ЛАЧХ разность между числом положительных и отри-

цательных переходов ЛФЧХ через линии –180; –3180; –5180; 

… равнялась l / 2, где l – число корней с положительной веще-

ственной частью. На рисунке 2.4 показаны ЛАЧХ и ЛФЧХ при 

неустойчивой разомкнутой части САР, когда САР устойчива, т. к. 

l = 2, а l / 2 = 1. 

 
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0    

l    g    ,    д    е    к    

L    (    )    ,    д    Б    

0    

l    g    ,    д    е    к    

(    )    ,    Е    
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+    +    -    

-    -    

 

Рисунок 2.4 – Логарифмические частотные характеристики  

при неустойчивой разомкнутой части САР 

 

5.2.6 Построение области устойчивости САР методом  

D-разбиения 

 

Областью устойчивости САР называется область в про-

странстве варьируемых параметров, каждой точке которой соот-

ветствуют только левые корни характеристического уравнения. 

Поверхность, ограничивающая область устойчивости, называется 

границей области устойчивости. 

Для построения области устойчивости в работе рассматри-

вается метод D-разбиения в плоскости одного параметра. D-

разбиение – это процесс построения в пространстве параметров 

областей с различным распределением корней. Линии, разграни-

чивающие эти области, называются кривыми D-разбиения. 

Если варьируемым параметром является коэффициент k, то 

характеристическое уравнение записывается в виде 

0)()()(  pZpkApF ,                                (2.7) 

где )( pA , )( pZ  – степенные полиномы от p. 

 
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Заменив в выражении (2.7) p на j и выразив из уравнения 

параметр k, имеем, что 

)()(
)(

)(





 jVU

jA

jZ
k .                             (2.8) 

Изменяя частоту  в выражении (8) от – до +, строится 

кривая D-разбиения, приведённая на рисунке 2.5, где n – число 

корней характеристического уравнения. Так как U() чётная 

функция, то достаточно построить кривую D-разбиения при из-

менении частоты от 0 до +, а на участке от – до 0 кривая стро-

ится как зеркальное отображение первой. Штриховка наносится 

на кривую D-разбиения слева при увеличении частоты. 

j    V    (    )    

U    (    )    D    (    n    ;    0    )    D    (    n    -    2    ;    2    )    

D    (    n    -    2    ;    2    )    

D    (    n    -    1    ;    1    )    

D    (    n    -    1    ;    1    )    +    

-    

 

Рисунок 2.5 – Кривая D-разбиения 

 

Область, внутрь которой направлена штриховка (на рисунке 

2.5 область D(n; 0)), может быть областью устойчивости. Чтобы 

удостовериться в этом, внутри данной области берётся произ-

вольная точка на вещественной оси и проверяется САР на устой-

чивость по любому из рассмотренных выше критериев. Если тре-

бования устойчивости выполняются, то выделенная область яв-

ляется областью устойчивости. 

 

5.2.7 Запасы устойчивости САР 

В работе рассматриваются вопросы определения запасов 

устойчивости САР по амплитуде и фазе с использованием крите-

рия Найквиста и логарифмического критерия. 
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Запас устойчивости по амплитуде – это минимальный отре-

зок действительной оси h, характеризующий расстояние между 

критической точкой (–1, j0) и ближайшей точкой пересечения го-

дографом Найквиста вещественной оси (рисунок 2.6). 

=    0    

j    

h    



-    1    

 

Рисунок 2.6 – Запасы устойчивости САР  

по критерию Найквиста 

 

Запас устойчивости по фазе  – это минимальный угол, об-

разуемый радиусом, проходящим через точку пересечения годо-

графа Найквиста с окружностью единичного радиуса с центром в 

начале координат и вещественной отрицательной полуосью (ри-

сунок 2.6). 

Определение запасов устойчивости по логарифмическому 

критерию показано на рисунке 2.7. 

Запас устойчивости по амплитуде характеризует отрезок 

hl lg20  при том значении частоты, при котором ЛФЧХ  

 )( –180. Запасу устойчивости по фазе  соответствует угол 

между ЛФЧХ и линией -180 при частоте среза c . 
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Рисунок 2.7 – Запасы устойчивости САР  

по логарифмическому критерию 

5.3 ПРИМЕР АНАЛИЗА УСТОЙЧИВОСТИ САР И 

ПОСТРОЕНИЯ ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ 

Проанализируем устойчивость САР, структурная схема ко-

торой приведена на рисунке 3.1, 

 

W    1    (    p    )    Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    
W    3    (    p    )    W    2    (    p    )    

 
Рисунок 3.1 – Структурная схема САР 

 

где  
1

)(
1

1
1




pT

k
pW ; 

1
)(

2

2
2




pT

k
pW ; 

1
)(

3

3
3




pT

k
pW ; 

 9,11 k ; 6,22 k ; 3,53 k ; 

 9,01 T ; 8,12 T ; 5,03 T . 

 
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Передаточная функция САР в соответствии со структурной 

схемой на рисунке 3.1 имеет вид 

321321

321

321

321

)1)(1)(1(

)()()(1

)()()(
)(

kkkpTpTpT

kkk

pWpWpW

pWpWpW
pWc









.                    (3.1) 

После подстановки выражений передаточных функций и 

значений их коэффициентов получим, что 

182,272,397,281,0

182,26
)(

23 


ppp
pWc .             (3.2) 

Для оценки устойчивости САР воспользуемся критерием 

Найквиста. В этом случае требуется найти передаточную функ-

цию разомкнутой части САР: 

12,391,281,0

182,26

111
)(

23
3

3

2

2

1

1













ppppT

k

pT

k

pT

k
pWp .  (3.3) 

Тогда частотная передаточная функция 

12,397,281,0

182,26
)(

23 


jj
jWp .                    (3.4) 

Выделим вещественную и мнимую части, умножив на ком-

плексно-сопряженный знаменатель. После преобразования име-

ем, что 























13,4637,3656,0

207,21782,83
)(

13,4637,3656,0

761,77182,26
)(

246

3

246

2

Q

P

.                  (3.5) 

Построим годограф Найквиста, то есть АФЧХ разомкнутой 

части САР. Для этого найдём точки пересечения годографа Най-

квиста с вещественной и мнимой осями: 

0)( P , если 0761,77182,26 2  . 
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58,0
761,77

128,26
1  , то есть 58,01  . 

0)( Q , если   0782,83207,21 2   

1) 02  ; 

2) 98,1
207,21

782,83
3  , 988,13  . 

Результаты расчёта точек годографа Найквиста приведены в 

таблице 3.1, а годограф Найквиста на рисунке 3.2, который пока-

зывает, что САР неустойчива, так как годограф Найквиста охва-

тывает точку (-1, j0). 

Таблица 3.1 – Данные для построения годографа Найквиста 

 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,58 

P() 26,18 24,35 19,59 13,54 7,70 2,92 0 

Q() 0 -8,01 -14,08 -17,34 -18,03 -16,97 -15,42 

 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,998 + 

P() -0,59 -2,94 -4,36 -5,10 -5,38 -2,44 0 

Q() -14,98 -12,66 -10,38 -8,31 -6,52 0 0 

j    Q    (    )    

P    (    )    2    6    ,    1    8    

=    0    

-    1    5    ,    4    2    

-    2    ,    4    4    

-    1    

 

Рисунок 3.2 – Годограф Найквиста 

Для коррекции устойчивости САР построим на основе D-

разбиения область устойчивости в области параметра 1k . При по-

строении области устойчивости используется характеристическое 

уравнение САР (знаменатель передаточной функции САР см. 

формулу 3.1): 
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    0111 321321  kkkpTpTpT .                     (3.6) 

После преобразования и подстановки коэффициентов (кро-

ме 
1k ) характеристическое уравнение принимает вид 

0178,132,397,281,0 1
23  kppp .                  (3.7) 

Отсюда 

073,0232,0216,0059,0 23
1  pppk .              (3.8) 

Заменив p на j, имеем, что 

073,0232,0216,0059,0 23
1  jk . 

Тогда вещественная и мнимая части примут вид 

  









232,0059,0

073,0216,0)(

3

2

V

U
.                             (3.9) 

Для построения кривой D-разбиения найдём её точки пере-

сечения с вещественной и мнимой частями: 

0)( U , если 0073,0216,0 2  . 

581,0
210,0

073,0
1  , то есть 581,01  . 

0)( V , если 0)232,0059,0( 2   

1) 02  ; 

2) 983,1
059,0

232,0
3  , то есть 983,13  . 

Результаты расчёта точек кривой D-разбиения приведены в 

таблице 3.2, а кривая D-разбиения на рисунке 3.3. 

Таблица 3.2 – Значения для построения кривой D-разбиения 

 0 0,4 0,581 0,8 1,983 5 10 + 

U() -0,073 -0,038 0 0,065 0,776 5,327 21,527 + 

V() 0 -0,089 -0,123 -0,155 0 6,215 56,68 + 
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+    

-    

j    V    (    )    

U    (    )    

+    0    ,    1    2    3    

-    0    ,    0    7    3    

-    0    ,    1    2    3    

0    ,    7    7    6    
I    I    I    

 

Рисунок 3.3 – Кривая D-разбиения 

 

Кривая D-разбиения показывает, что область I может быть 

областью устойчивости. Для этого возьмём значение 1k  внутри 

интервала (0; 0,776). Проверим устойчивость САР по критерию 

Гурвица при 1k = 0,5. 

В этом случае характеристическое уравнение примет вид 

089,72,397,281,0 23  ppp . 

Тогда матрица Гурвица имеет вид 

89,797,20

02,381,0

089,797,2

. 

Отсюда: 

097,211  a . 

01131,3
2,381,0

89,797,2
2  . 

056,2489,723  . 

Так как все определители Гурвица являются положитель-

ными, то САР устойчива. 
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5.4 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Ознакомиться с критериями устойчивости, методикой 

построения области устойчивости на основе D-разбиения и спо-

собами определения запасов устойчивости САР по амплитуде и 

фазе. 

2. Оценить устойчивость САР по критерию устойчивости в 

соответствии с выполняемым вариантом из таблицы 4.1. Струк-

турные схемы САР приведены в таблице 4.2, их передаточные 

функции в таблице 4.3, а значения коэффициентов передаточных 

функций в таблице 4.4. 

3. Построить область устойчивости в плоскости заданного 

параметра из таблицы 4.1. Если исходная САР устойчива, то в 

области устойчивости необходимо показать соответствующее 

значение варьируемого параметра. Если исходная САР неустой-

чива, то в области устойчивости выбирается значение варьируе-

мого параметра, при котором САР будет устойчива. 

4. Оценить устойчивость САР по критерию Найквиста и 

определить запасы устойчивости по амплитуде и фазе. 

5. Оценить устойчивость САР по логарифмическому крите-

рию и определить запасы устойчивости по амплитуде и фазе. 

Сравнить запасы устойчивости, полученные по критерию Найк-

виста и по логарифмическому критерию. 

6. Оформить и защитить отчет по лабораторной работе. 

Таблица 4.1 – Критерии устойчивости и варьируемые параметры 

Номер 

варианта 

Критерии устойчивости Варьируемый 

параметр Гурвица Рауса Михайлова 

1 – – + k2
 

2 + – – k3
 

3 – + – k1
 

4 – – + k1
 

5 + – – T2
 

6 – – + T3
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Продолжение таблицы 4.1 

Номер 

варианта 

Критерии устойчивости Варьируемый 

параметр Гурвица Рауса Михайлова 

7 – + – k3
 

8 + – – k1
 

9 – + – k3
 

10 – – + k2
 

11 + – – T1
 

12 – – + k3
 

13 + – – T2
 

14 – – + k2
 

15 – + – T3
 

16 – + – k3
 

Таблица 4.2 – Структурные схемы САР 

Номер 

САР 
Структурные схемы САР 

I 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    

W    2    (    p    )    

 

II 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    

W    2    (    p    )    

 



107 

 

Продолжение таблицы 4.2 

Номер 

САР 
Структурные схемы САР 

III 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    

W    2    (    p    )    

 

IV 

W    1    (    p    )    
Y    *    (    p    )    Y    (    p    )    

W    3    (    p    )    

W    2    (    p    )    

 

Таблица 4.3 – Передаточные функции САР 

Н
о

м
ер

 

в
ар

и
ан

та
 

Н
о

м
ер

 С
А

Р
 

)(1 pW  )(2 pW  )(3 pW  

1 I 
1

1

2

1





pT

pT
 

13

1

pT

k
 

14

2

pT

k
 

2 II 
11

1

pT

k
 

12 2
22

2

2

 pTpT

k
 

3k  

3 III 
11

1

pT

k
 

12

2

pT

k
 

  11 43

3

 pTpT

k
 

4 IV 
12 1

22
1

1

 pTpT

k

 
2k

 
 13

3

pTp

k
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Продолжение таблицы 4.3 
Н

о
м

ер
 

в
ар

и
ан

та
 

Н
о

м
ер

 С
А

Р
 

)(1 pW  )(2 pW  )(3 pW  

5 I 
12 1

22
1

1

 pTpT

k
 

pT2

1
 

2k  

6 II 
1

1

2

1





pT

pT
 

13

1

pT

k
 

pT

k

4

2  

7 III 
11

1

pT

k
 

12

2

pT

k
 

 13

3

pTp

k
 

8 IV 
  11 21

1

 pTpT

k
 

pT3

1
 

14

2

pT

k
 

9 I 
  11 21

1

 pTpT

k
 

pT

k

3

2  
 14

3

pTp

k
 

10 II 
12 1

22
1

1

 pTpT

k
 

  11 32

2

 pTpT

k
 3k  

11 III 
11

1

pT

k
 

pT2

1
 

13

2

pT

k
 

12 IV 
11

1

pT

k
 

12

2

pT

k
 

pT

k

3

3  

13 I 
11

1

pT

pk
 

12

2

pT

k
 

13

3

pT

k
 

14 II 
  11 21

1

 pTpT

k
 

13

2

pT

k
 3k  

15 III 
12 1

22
1

1

 pTpT

k
 

12

2

pT

k
 

13

3

pT

k
 

16 IV 
  11 21

1

 pTpT

k

 
2k

 
12 3

22
3

3

 pTpT

k
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 Таблица 4.4 – Значения параметров передаточных функций 
Н

о
м

ер
 в

а-

р
и

ан
та

 

k1
 k2

 k3
 T1

 T2
 T3

 T4
  

1 1,2 2 – 1,5 2 2,4 3,2 – 

2 2 1,8 0,9 1,8 1,2 – – 0,7 

3 2,1 1,4 3,1 1,9 0,4 1,2 2,5 – 

4 2,5 0,85 3,2 1,6 – 2,8 – 0,6 

5 2,2 1,4 – 5 1,4 – – 0,5 

6 1,2 1,5 – 1,8 2,5 4 2,1 – 

7 1,8 3 2 6 2,8 1,5 – – 

8 1,2 2,5 – 1,5 2,5 0,8 2,6 – 

9 1,1 0,4 2,5 1,1 2,4 1,5 0,9 – 

10 2,5 1,8 0,95 5 2 4,5 – 0,65 

11 0,5 1,9 – 8 2 5 – – 

12 0,7 3,1 0,5 3,2 4 2,1 – – 

13 0,8 2,8 4,1 1,4 5 3,2 – – 

14 1,9 1,6 0,9 1,8 3,9 2 – – 

15 1,4 2,3 3,2 2,5 2,8 1,4 – 0,55 

16 4,1 0,9 2,4 1,2 3,2 2,1 – 0,6 

5.5 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Преимущества и недостатки алгебраических и частотных 

критериев устойчивости. 

2. Сформулируйте условия устойчивости САР по Ляпунову. 

3. Какими могут быть корни характеристического уравне-

ния? 

4. Какие задачи решаются при анализе устойчивости САР? 

5. Укажите основное достоинство критерия Рауса по срав-

нению с критерием Гурвица. 

6. Укажите основное отличие критерия Найквиста от других 

критериев. 

7. Сформулируйте критерий Найквиста с учетом правил пе-
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реходов. 

8. Назовите основное достоинство логарифмического крите-

рия по сравнению с критерием Найквиста. 

9. Укажите причины необходимости проектирования САР с 

требуемым запасом устойчивости. 

10. На что влияет запас устойчивости по фазе? 

11. С какой целью выделяется область устойчивости САР? 

12. Что представляют собой кривые D-разбиения? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №6.  
ОЦЕНКА КАЧЕСТВА РЕГУЛИРОВАНИЯ САР 

6.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Цель работы – изучение оценок качества регулирования в 

установившемся и в переходном режимах систем автоматическо-

го регулирования (САР) и способов их расчета по кривым пере-

ходного процесса. 

6.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Под качеством регулирования понимается способность САР 

поддерживать заданный закон регулирования с определенной 

точностью. При оценке качества регулирования решаются две за-

дачи: 

– оценка точности регулирования в установившемся 

режиме; 

– оценка качества регулирования в переходном режиме. 

 

6.2.1 Оценка точности САР в установившемся режиме 

 

Точность САР в установившемся режиме зависит от статиз-

ма САР. В статистических САР регулятор поддерживает посто-

янное значение выходной переменной y(t) с некоторой ошибкой. 

В установившемся режиме эта ошибка регулирования называется 

статистической (установившейся) ошибкой, определяемой по вы-

ражению 

    yty 0
*

ст ,    (2.1) 

где y

(t0) – требуемое (желаемое) значение выходной (регулиру-

емой) переменной; 

y() – установившееся значение выходной переменной; 

t0 – момент времени изменения задающего воздействия. 

Кривые переходного процесса статической САР, при сту-

пенчатом изменении задающего воздействия приведены на ри-

сунке 2.1, где кривые 1, 3 показывают наличие статической 
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ошибки. Причем для кривой 1 y() = y

(t0) + ст, а для кривой 3 

y() = y

(t0) – ст, кривая 2 показывает отсутствие статической 

ошибки, так как y() = y

(t0). 

В астатических САР ст = 0. 

При произвольном задающем воздействии ошибка регули-

рования в установившемся режиме представляет собой медленно 

изменяющуюся во времени функцию y0(t), которую можно 

представить в виде следующего ряда: 


2

*2
2

*
1*

00

)(

!2

)(

!1
)()(

dt

tydC

dt

tdyC
tyCty ,  (2.2) 

где С0, С1, С2, .... – коэффициенты ошибок по задающему воздей-

ствию. 

 

Рисунок 2.1 – Кривые переходного процесса 

Для определения коэффициентов ошибок используется пе-

редаточная функция ошибки по задающему воздействию: 

 
 pW

pW
p1

1


 ,    (2.3) 

где Wp(p) – передаточная функция разомкнутой части САР. 

Коэффициенты ошибок определяются выражениями: 
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  
00 

p
pWC , 

 

 

 
.

,

0
2

2

2

0
1


































p

p

dp

pWd
C

dp

pdW
C

    (2.4) 

Коэффициент С0 называется коэффициентом статической 

ошибки, который в статических САР определяется по выражению 

p
0

1

1

k
C


 ,     (2.5) 

где kp – коэффициент передачи разомкнутой части САР. 

В астатических САР коэффициент статической ошибки ра-

вен 0, то есть С0 = 0. 

Коэффициент С1 называется коэффициентом скоростной 

ошибки и в астатических САР первого порядка 




k

C
1

1 ,     (2.6) 

где k – коэффициент передачи разомкнутой части САР по  

скорости. 

Коэффициент С2 называется коэффициентом ошибки от 

ускорения, который в астатических САР второго порядка опреде-

ляется по выражению 

ak
C

1
2  ,     (2.7) 

где ka – коэффициент передачи разомкнутой части САР по 

ускорению. 

Коэффициенты ошибок С0, С1, С2 характеризуются тем, что 

при увеличении коэффициента передачи разомкнутой части САР 

независимо от структуры и типа САР они уменьшаются. 
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6.2.2 Оценка качества регулирования в переходном режиме 

 

Точность работы САР в переходном режиме определяется 

динамической ошибкой 

)()(*)( 0 tytyty  ,    (2.8) 

то есть ее величиной и длительностью существования. Величина 

и длительность отклонения y(t) определяются характером пере-

ходного процесса, который зависит от свойств системы и места 

приложения внешнего воздействия. 

В работе рассматриваются только прямые оценки качества 

регулирования, определяемые непосредственно по кривым пере-

ходного процесса. Основные прямые оценки качества регулиро-

вания приведены на рисунке 2.2. 

 

Рисунок 2.2 – График переходного процесса 

К основным оценкам качества регулирования относятся: 

– время регулирования tр; 

– перерегулирование ; 

– число колебаний N; 

– частота колебаний к. 

Время регулирования tр – это минимальное время, по исте-

чении которого регулируемая переменная будет оставаться близ-

кой к установившемуся значению y() с заданной точностью . 
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На практике обычно принимается равной 5% от установившегося 

значения, то есть  

)(05,0  y .     (2.9) 

Перерегулирование  – это отклонение первого максималь-

ного отклонения ymax от установившегося значения к этому 

установившемуся значению в процентах, то есть  

%100
)(

)(
%100

)(

maxmax











y

yy

y

y
.  (2.10) 

На практике в большинстве случаев качество регулирования 

считается приемлемым, если  = (1030)%. 

При заданных  и tр переходная характеристика не должна 

выходить из области допустимых отклонений, приведенных на 

рисунке 2.3. 

 

Рисунок 2.3 – Область допустимых отклонений 

Число колебаний регулируемой переменной y(t) за время ре-

гулирования tр  

к

p

T

t
N  ,     (2.11) 

где Tк – период колебаний для колебательных переходных про-

цессов. 

На практике обычно принимается N  2. 

Частота колебаний 



116 

 

к
к

2

Т


 .     (2.12) 

Дополнительными прямыми оценками качества регулирова-

ния являются: 

– время нарастания переходного процесса tн; 

– время достижения первого максимума tmax. 

 

6.2.3 Построение кривых переходного процесса 

 

Для расчета прямых оценок качества регулирования необ-

ходимо уметь строить кривые переходного процесса. В работе 

для этого используются два метода: 

– приближенный метод трапецеидальных вещественных 

частотных характеристик (ТВЧХ); 

– метод разностных уравнений. 

6.2.3.1 Метод трапецеидальных вещественных частотных  

характеристик (ТВЧХ) 

Типовая ТВЧХ, приведенная на рисунке 2.4, определяется 

тремя параметрами: 

r0 – высота трапеции; 

d – интервал равномерного пропускания частот; 

п – общий интервал пропускания частот. 

P    (    )    



п    d    

r    0    

 

Рисунок 2.4 – Типовая трапецеидальная вещественная  

частотная характеристика 
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Если r0 = 1, п = 1, то типовая ТВЧХ называется единичной. 

Единичной типовой ТВЧХ соответствует переходный процесс 

h1(t), значения которого приведены в таблице приложения А для 

каждого значения коэффициента наклона 

п

dH



 .     (2.13) 

Величина коэффициента наклона H характеризует наклон 

типовой ТВЧХ. Переход от переходного процесса h1(t) к реаль-

ному переходному процессу h(t) осуществляется по выражениям: 

 
n

t
tthrth


 таб

10 );( ,   (2.14) 

где t – реальное время. 

Кривая на основе типовых ТВЧХ строится следующим об-

разом: 

1. По заданной передаточной функции САР строится веще-

ственная частотная характеристика P(), приведенная на  

рисунке 2.5. 

P    (    )    



А    B    

C    D    

E    

F    

0    

 

Рисунок 2.5 – Вещественная частотная характеристика 

2. Вещественная частотная характеристика P() разбивает-

ся на типовые ТВЧХ. Для этого P() заменяется мало отличаю-

щейся от нее ломаной кривой, состоящей из сопрягающих друг с 

другом прямолинейных отрезков (на рисунке 2.5 ломаная кривая 
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АВСDЕ). Через точки сопряжения (на рисунке 2.5 точки В, С, D) 

проводятся прямые, параллельные оси частот. Таким образом, 

P() заменяется определенным числом ТВЧХ: 

 


n

i
iPP

1

)()( .     (2.15) 

На рисунке 2.5 P() заменена двумя ТВЧХ: АВСF и FDЕ0. 

3. Для каждой трапеции определяются ее параметры: ri, Hi и 

пi. Если трапеция направлена вниз (на рисунке 2.5 трапеция 

FDЕ0), то ri берется со знаком минус. 

4. По таблице А.1 в приложении А в зависимости от Hi для 

каждой ТВЧХ находятся значения, соответствующие кривой пе-

реходного процесса h1i(t). 

5. По выражениям (2.14) определяются значения для реаль-

ных кривых переходного процесса hi(t), на основе которых стро-

ятся их графики (рисунок 2.6). 

 

 

Рисунок 2.6 – Реальная кривая и кривые типовых  

переходных процессов 

6. Значения кривых типовых переходных процессов скла-

дываются с учетом их знаков, и в итоге получается реальная кри-

вая переходного процесса y(t). 
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6.2.3.2 Метод разностных уравнений 

Построение кривых переходного процесса на основе раз-

ностных уравнений требует: 

– получения разностного уравнения на основе заданного 

дифференциального уравнения; 

– выбора шага дискретизации t для обеспечения требуе-

мой точности. 

Разностные уравнения получаются путем замены в диффе-

ренциальных уравнениях дифференциалов левыми разностями на 

основе выражений: 

,
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 (2.16) 

где t – шаг дискретизации; 

i – аналог дискретного времени, представляющий собой це-

лочисленное значение, характеризующее номер дискретного 

времени ti = i t при равномерной дискретизации. 

Линейное разностное уравнение n-го порядка обычно запи-

сывается в виде рекуррентной формулы вида 

),()1()(

)()2()1()(

10

21

miviviv

niyiyiyiy

m

n








  (2.17) 

где )1( nii   и )0( mjj   – коэффициенты разностного 

уравнения, определяемые через коэффициенты дифферен-

циального уравнения и шаг дискретизации t; 

y(i), y(i – 1), …, y(i – n) – значения выходной переменной си-

стемы; 
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v(i), v(i – 1), …, v(i – m) – значения входной переменной  

системы. 

Кривая переходного процесса по разностному уравнению 

строится следующим образом: 

1. Получается разностное уравнение на основе заданного 

дифференциального уравнения. 

2. Задается начальный шаг дискретизации t0. При этом 

ориентируются на значения постоянных времени T1, T2, ..., Tn. За-

частую t0 принимается равной 0,5Tmin. 

3. Формируются дискретные значения входного воздей-

ствия путем дискретизации его известного аналогового выраже-

ния, то есть  

)()( tiviv  ,    (2.18) 

где i = 0, 1, 2, 3, .... 

4. Рассчитываются значения кривой переходного процесса 

по полученному разностному уравнению с учетом дискретных 

значений входного воздействия. 

5. Оценивается точность аппроксимации при выбранном 

шаге дискретизации t0. При этом кривая переходного процесса 

y(t) заменяется отрезками прямых линий (рисунок 2.7). Точность 

аппроксимации определяется по выражению 

 





jn

i
jt

iyiy
jE

1 2

)1()(
)( ,  (2.19) 

где j – номер итерации (этапа) выбора шага дискретизации; 

nj – число значений кривой переходного процесса, рассчи-

тываемых по разностному уравнению, которое зависит как 

от величины шага дискретизации, так и от длительности пе-

реходного процесса. 

При начальном шаге дискретизации определяется  

величина E(0). 

Изменяется шаг дискретизации (обычно в меньшую сторо-

ну) в зависимости от типа переходного процесса и значений па-

раметров на величину (0,10,5)t0 и повторяются этапы 3–5. И 

так до тех пор, пока шаг дискретизации не будет удовлетворять 

условию 
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%5100
)(

)1()(

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jE

jEjE
.    (2.20) 

 

 

Рисунок 2.7 – Схема расчета ошибки аппроксимации 

При этом необходимо учитывать, что с уменьшением t 

увеличивается число рассчитываемых значений кривой переход-

ного процесса. Если на первой итерации оказалось, что относи-

тельная ошибка аппроксимации (2.20) намного меньше 5%, то t 

можно наоборот увеличить. 

6. Строится результирующая кривая переходного процесса 

для выбранного шага дискретизации. 

 

6.3 ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА ОЦЕНОК КАЧЕСТВА 

РЕГУЛИРОВАНИЯ И ПОСТРОЕНИЯ КРИВЫХ 

ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 

6.3.1 Определение коэффициентов ошибок 

Структурная схема САР приведена на рисунке 3.1, где 

135

10
)(

2p



pp

pW .    (3.1) 
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Рисунок 3.1 – Структурная схема САР 

 

Требуется определить: 

– коэффициенты статической ошибки C0, скоростной 

ошибки C1 и ошибки от ускорения C2. 

Для нахождения указанных коэффициентов необходимо 

найти передаточную функцию ошибки по выражению (2.3), то 

есть  

1135

135

135

10
1

1

)(1

1
)(

2

2

2
p 





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
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pp
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pW
pW . 

Итак, 

1135

135
)(

2

2






pp

pp
pW , 

на основе выражений (2.4) имеем, что 

   09,0
11

1
00 

 p
pWC  

Для нахождения C1 необходимо найти первую производную 

от W(p) по правилу: 

2))((

)()()()(
)(

pA

pBpApApB
pW


 ,  (3.2) 

где B(p) – полином в числителе передаточной функции; 

A(p) – полином в знаменателе. 

 

Тогда 
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Итак 
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Тогда 

   25,0
121
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3
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Вторая производная от передаточной функции ошибки 
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Отсюда 

  69,0
11
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92011
)(

3402 
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Итак 

C0 = 0,09; C1 = 0,25; C2 = 0,69. 

 

Тогда 

2

*2*
* )(

35,0
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25,0)(09,0)(
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tdy
tyty  . 



124 

 

6.3.2 Построение кривой переходного процесса методом 

типовых ТВЧХ 

 

Пусть передаточная функция САР имеет вид 

)1)(1(

)1(
)(

32

1






pTpT

pTk
pW

,    (3.4) 

где k = 2 – коэффициент передачи; 

T1 = 1; T2 = 2; T3 = 4 – постоянные времени. 

Требуется: 

– построить кривую переходного процесса методом типо-

вых ТВЧХ; 

– определить прямые оценки качества регулирования. 

Раскроем скобки в выражении (3.4) и подставим значения k, 

T1, T2, T3: 
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Получим выражение для расчета вещественной частотной 

характеристики P(), заменив в (3.5) p на j 
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Отсюда 
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P . 

 

Результаты расчета P() приведены в таблице 3.1, а ее гра-

фик на рисунке 3.2. 
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Таблица 3.1 – Значения P() 
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Аппроксимируем кривую P() прямолинейными отрезками. 

В итоге получаем три типовые ТВЧХ, характеристики которых 

приведены в таблице 3.2, а сами ТВЧХ приведены на рисунке 3.3. 

Таблица 3.2 – Характеристики ТВЧХ 

Трапеция ri di пi Hi 

I 1,5 0,15 0,3 0,5 

II 0,4 0,3 0,5 0,6 

III 0,12 0,5 0,8 0,625 
 

В таблицах 3.3, 3.4, 3.5 соответственно приведены значения 

для переходных процессов единичных ТВЧХ, взятых при задан-

ных значениях наклонов Hi из таблицы приложения А, а также 

значения реальных кривых переходных процессов, полученных 

для каждой ТВЧХ по выражениям (2.14). 

 

Рисунок 3.2 – Вещественная частотная характеристика 
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Рисунок 3.3 – ТВЧХ 

Таблица 3.3 – Значения переходного процесса для ТВЧХ I 

tтабл h11(t) t h1(t) 

0,0 0,00 0,0 0,00 

0,5 0,240 1,7 0,36 

1,0 0,461 3,3 0,69 

1,5 0,665 5,0 1,00 

2,0 0,831 6,7 1,25 

2,5 0,967 8,3 1,45 

3,0 1,061 10,0 1,59 

3,5 1,115 11,7 1,67 

4,0 1,141 13,3 1,71 

4,5 1,138 15,0 1,71 

5,0 1,117 16,7 1,68 

5,5 1,090 18,3 1,64 

6,0 1,051 20,0 1,58 

6,5 1,018 21,7 1,53 

7,0 0,992 23,3 1,49 

7,5 0,974 25,0 1,46 

8,0 0,966 26,7 1,45 

8,5 0,964 28,3 1,45 

9,0 0,968 30,0 1,45 

9,5 0,975 31,7 1,46 

10,0 0,982 33,3 1,47 

10,5 0,988 35,0 1,48 
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Продолжение таблицы 3.3 

tтабл h11(t) t h1(t) 

11,0 0,993 36,7 1,49 

11,5 0,996 38,3 1,49 

12,0 0,997 40,0 1,50 

Таблица 3.4 – Значения переходного процесса для ТВЧХ II 

tтабл h12(t) t h2(t) 

0,0 0,000 0 0,00 

0,5 0,255 1 0,10 

1,0 0,490 2 0,20 

1,5 0,706 3 0,28 

2,0 0,878 4 0,35 

2,5 1,010 5 0,40 

3,0 1,100 6 0,44 

3,5 1,145 7 0,46 

4,0 1,158 8 0,46 

4,5 1,141 9 0,46 

5,0 1,107 10 0,44 

5,5 1,064 11 0,43 

6,0 1,020 12 0,41 

6,5 0,982 13 0,39 

7,0 0,957 14 0,38 

7,5 0,944 15 0,38 

8,0 0,941 16 0,38 

8,5 0,948 17 0,38 

9,0 0,961 18 0,38 

9,5 0,977 19 0,39 

10,0 0,993 20 0,40 

10,5 1,005 21 0,40 

11,0 1,014 22 0,41 

11,5 1,017 23 0,41 

12,0 1,018 24 0,41 

12,5 1,015 25 0,41 

13,0 1,012 26 0,40 

13,5 1,008 27 0,40 
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Таблица 3.5 – Значения переходного процесса ТВЧХ III 

tтабл h13(t) t h3(t) 

0 0 0 0 

0,5 0,259 0,625 0,03 

1,0 0,505 1,250 0,06 

1,5 0,722 1,875 0,09 

2,0 0,899 2,500 0,11 

2,5 1,030 3,125 0,12 

3,0 1,116 3,750 0,13 

3,5 1,158 4,375 0,14 

4,0 1,162 5,000 0,14 

4,5 1,138 5,625 0,14 

5,0 1,097 6,250 0,13 

5,5 1,050 6,875 0,13 

6,0 1,001 7,500 0,12 

6,5 0,965 8,125 0,12 

7,0 0,941 8,750 0,11 

7,5 0,931 9,375 0,11 

8,0 0,934 10,000 0,11 

8,5 0,948 10,625 0,11 

9,0 0,967 11,250 0,12 

9,5 0,987 11,875 0,12 

10,0 1,006 12,500 0,12 

 

По данным, приведенным в таблицах 3.3, 3.4, 3.5 строим пе-

реходные процессы h1(t), h2(t), h3(t), которые приведены на ри-

сунке 3.4. 

Строим реальную кривую переходного процесса y(t) путем 

графического суммирования переходных процессов h1(t), h2(t), 

h3(t) (рисунок 3.4). 

Определяем прямые оценки качества регулирования: 

– время регулирования tр = 18,75 с; 

– время нарастания переходного процесса tн = 8,5 с; 

– время достижения первого максимума tmax = 12,5 с; 

– перерегулирование 
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Рисунок 3.4 – Кривая переходного процесса  

и оценки качества регулирования 

Так как переходной процесс не является колебательным, то 

число колебаний N = 0. 

Полученная область допустимых отклонений выделена на 

рисунке 3.4 штриховкой. 
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6.3.3 Получение разностного уравнения 

 

Пусть передаточная функция системы имеет вид: 

12

)1(
)(

2
22

2

1
c






pTpT

pTkp
pW . 

Требуется получить разностное уравнение системы. 

Изображение выходного сигнала 

)(
12

)1(
)()()( *

2
22

2

1*
c pY

pTpT

pTkp
pYpWpY




 . 

Умножим левую и правую часть на характеристический по-

лином и раскроем скобки: 

)()()()(2)( **2
12

22
2 pkpYpYpkTpYppYTpYpT  . 

Тогда дифференциальное уравнение системы имеет вид: 

dt

tdy
k

dt

tyd
kTty

dt

tdy
T

dt

tyd
T

)()(
)(

)(
2

)( *

2

*2

122

2
2

2  . 

Заменим первую и вторую производную левыми разностя-

ми. Тогда имеем: 

t

iyiy
k

t

iyiyiy
kT

iy
t

iyiy
T

t

iyiyiy
T







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Умножим левую и правую часть уравнения на t
2
 и приве-

дем подобные члены: 

)2()1()2()()(

)1()1()22()()2(

*
1

*
1

*
1

2
22

2
2

2
2

2
2





iykTiytkkTiytkkT

iyTiytTTiyttTT
 

Отсюда разностное уравнение имеет вид: 

)2()1()()2()1()( *
2

*
1

*
021  iyiyiyiyiyiy , 

где 





tTT 2
2

2
1

22
; 
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


2
2

2

T
; 






)( 1
0

tTk
; 






)2( 1
1

tTk
; 


 1

2

kT
; 

2
2

2
2 2 ttTT  . 

6.4 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Ознакомиться с оценками качества регулирования и ме-

тодами построения кривых переходного процесса. 

2. Определить коэффициенты ошибок C0, C1, C2 САР по за-

данным передаточным функциям разомкнутой части, приведен-

ным в таблице 4.1 и значениям их параметров из таблицы 4.2, в 

соответствии с вариантом, заданным преподавателем. Структур-

ная схема системы приведена на рисунке 4.1. 

Таблица 4.1 – Передаточные функции разомкнутой части 

САР 

Номер передаточной 

функции Wp(p) 
Передаточная функция Wp(p) 

I 
)1(

)1(
)(

2

1
p






pTp

pTk
pW  

II 
)1)(1(

)(
21

p



pTpTp

k
pW  

III 2
2

1
p

)1(

)1(
)(






pT

pTk
pW  

IV 
)1(

)1(
)(

2
2

1
p






pTp

pTk
pW  
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Продолжение таблицы 4.1 

Номер передаточной 

функции Wp(p) 
Передаточная функция Wp(p) 

V 
1

)1(
)(

2

2
1

p





pT

pTk
pW  

VI 
)1)(1(

)(

21
2p




pTpTp

k
pW  

 

 

 

Рисунок 4.1 – Структурная схема САР 

Таблица 4.2 – Значения параметров передаточной функции 

№ 

вари-

анта 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

№ 

Wp(p) 
I II III IV V VI I II III IV V VI I II III IV V VI 

k 10 5 6 4 2 4 5 3 2 4 10 5 8 2 4 2 6 2 

T1 0,5 1 0,4 0,8 0,2 0,5 0,8 0,5 1 0,2 1 0,2 0,2 0,4 0,2 0,7 0,8 0,6 

T2 1 0,1 0,8 0,5 0,8 0,9 0,2 0,2 0,2 0,4 0,1 0,4 0,4 0,9 0,6 1 0,5 0,3 

3. Построить кривую переходного процесса методом типо-

вых ТВЧХ в соответствии с вариантом, заданным преподавате-

лем, определить прямые оценки качества регулирования и по-

строить область допустимых отклонений. 
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4. Построить кривые переходного процесса методом раз-

ностных уравнений в соответствии с вариантом, заданным пре-

подавателем. 

5. Оформить и защитить отчет по лабораторной работе. 

6.5 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Какая ошибка называется статической? 

2. Как влияет коэффициент передачи разомкнутой части си-

стемы на коэффициенты ошибок? 

3. Какие оценки качества регулирования называются пря-

мыми? 

4. Что характеризует время регулирования tp? 

5. Достоинства и недостатки метода типовых ТВЧХ. 

6. От чего зависит выбор шага дискретизации при построе-

нии кривой переходного процесса? 

7. Что характеризует область допустимых отклонений? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №7. МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ЭЛЕКТРОПРИВОДА МАНИПУЛЯТОРА 

7.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 

Цель работы – изучить динамику линеаризованных приво-

дов манипуляторов, промоделировать электропривод манипуля-

тора с двигателем постоянного тока с независимым возбуждени-

ем с обратной связью по скорости вала двигателя и исследовать 

качество работы привода. 

 

7.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 

Структурная схема линеаризованного привода манипулято-

ра приведена на рисунке 1, где kук, kдк – соответственно коэффи-

циенты передачи усилителя и двигателя; Аук(р), Вдк(р) – опера-

торные многочлены, характеризующие инерционности усилителя 

и двигателя; Vк(р) – управляющие воздействия от системы управ-

ления роботом (задающие воздействия); ωдк(р) – угловая скорость 

вращения ротора двигателя;  ωк(р) – угловая скорость перемеще-

ния объекта управления (k-го механизма робота); Jдк – момент 

инерции вращающихся частей двигателя; iрк – передаточное чис-

ло редуктора (iрк > 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Структурная схема линеаризованного привода  

манипулятора 
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







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0)()(если,1

к

к
ПДК

ttM

ttM
K

кн

кн
,  (1) 

где ηк – коэффициент полезного действия редуктора; 

Мн(р) – создаваемый нагрузкой суммарный момент. 

В лабораторной работе рассматривается электропривод с 

двигателем постоянного тока с независимым возбуждением с об-

ратной связью по скорости ωдк(t) от вала двигателя с электрон-

ным усилителем. 

В этом случае: 

 

Аук(р) = 1;   Вдк(р) = Тд р + 1, 

 

где Тд – постоянная времени двигателя. 

Для данного привода структурная схема приведена на ри-

сунке 2, где 

 

PКПДКPКДКДКУК

1
;

1
;

1
;

1
;

1
54321

i
k

Ki
k

J
k

k
k

k
k   

 

 
 

Рисунок 2 – Структурная схема электропривода манипулятора  

с двигателем постоянного тока с независимым возбуждением 

 

В этом случае уравнение замкнутой системы привода имеет 

вид 

 

ωк(р) = Wз(p)Vк(p) + Gн(p)Mн(p),   (2) 

 

где Wз(p) – передаточная функция по воздействию Vк(p); 
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Gн(p) – передаточная функция по воздействию Mн(p). 

7.3 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

1. Изучить работу привода манипулятора по структурной 

схеме, приведённой на рисунке 1. 

2. Определить интервал изменения коэффициента передачи 

системы k1k2k3, обеспечивающий устойчивую работу привода, 

пользуясь критерием устойчивости Михайлова. Данные, соответ-

ствующие вариантам лабораторной работы приведены в табли-

це 1. 

3. Оценить качество работы привода по прямым оценкам 

качества регулирования по данным из таблицы 1. 

4. Оформить и защитить отчёт по лабораторной работе. 

Таблица 1 – Исходные данные 

Номер 

варианта 
k1 k2 k3 k4 k5 ТД 

1 0,5 0,6 0,2 0,4 0,42 5 

2 0,52 0,46 0,2 0,4 0,4 4 

3 0,6 0,5 0,25 0,35 0,4 8 

4 0,55 0,55 0,25 0,387 0,41 6 

5 0,45 0,7 0,2 0,35 0,39 4 

6 0,48 0,6 0,22 0,36 0,41 5 

7 0,5 0,65 0,24 0,4 0,45 7 

8 0,4 0,5 0,25 0,28 0,35 5 

9 0,3 0,55 0,3 0,35 0,38 6 

10 0,35 0,4 0,28 0,4 0,42 8 

11 0,56 0,45 0,32 0,38 0,41 7 

12 0,64 0,5 0,35 0,32 0,37 4 

 

7.4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Какие типовые динамические звенья входят в структур-

ную схему линеаризованного привода манипулятора? 
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2. Каким образом определятся угловая скорость перемеще-

ния объекта управления? 

3. Как определяется интервал изменения коэффициента пе-

редачи системы? 

4. Какие оценки качества регулирования называются пря-

мыми? 

5. Назовите основные прямые оценки качества регулирова-

ния. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №8. КАЧЕСТВО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ СИСТЕМ ПРОГРАММНОГО 

УПРАВЛЕНИЯ ИСПОЛНИТЕЛЬНЫМИ МЕХАНИЗМАМИ 

ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ОБОРУДОВАНИЯ 

8.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Цель работы – приобретение студентами практических 

навыков по анализу и моделированию влияния динамических ха-

рактеристик приводов и видов обрабатываемых поверхностей с 

точки зрения перемещения приводов на точность отработки 

управляющих воздействий. 

 

8.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 

Динамические возможности электроприводов должны обес-

печивать не только отработку высоких скоростей и ускорений, но 

и удовлетворять определенным требованиям по характеру проте-

кания переходных процессов. Наиболее благоприятным явля-

ется апериодический закон изменения выходной координаты 
систем программного управления станками (систем ЧПУ). При 

таком режиме исключаются раскрытия в механических узлах, 

ударные перегрузки, а также влияние гистерезиса характеристик. 

При позиционировании апериодический характер движения все-

гда обеспечивает подход к заданной  координате с одной сторо-

ны. В то же время апериодический характер движения механиз-

мов подач (приводов) обуславливает отставание действительного 

положения любого перемещения рабочего органа станка от за-

данного движения. В результате чего возникают скоростная или 

контурная ошибки отработки приводами управляющих воздей-

ствий, что является недостатком апериодического характера 

движения выходной координаты. 

В лабораторной работе приводы аппроксимированы апери-

одическими звеньями первого порядка, т. е. 

 

 
1

1
пр

пр

W p
T p




,                                                         (2.1) 
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где прT  – постоянная времени привода, определяемая по формуле 

 
1

пр
v

Т
k

 ,                                                                 (2.2) 

где vk  – добротность привода. 

В лабораторной  работе рассматриваются три вида обраба-

тываемых поверхностей с точки зрения движения приводов. 

1. Обрабатываемая поверхность параллельна оси ОХ. 
В режиме движения с постоянной скоростью система про-

граммного управления станком вырабатывает управляющие воз-

действия вида 

 

    ,xu t u t t                                                       (2.3) 

 

где   – скорость изменения выходной координаты. На выходе 

привода выходная переменная  

 

   /
.прt Т

пр прx t t T Т e


                                        (2.4) 

  

В установившемся режиме выходная координата 

 

   .y прx t t T                                                    (2.5) 

 

Тогда величина отставания (скоростная ошибка) 

 

    .c x y прx u t x t T                                            (2.6) 

 

Схема появления скоростной ошибки приведена на рис. 2.1, 

где τпр – время запаздывания  
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Рисунок 2.1 – Схема появления скоростной ошибки 

 

2. Обрабатываемая поверхность находится под углом  

к оси ОХ. И представлена на рис. 2.2, где l – длина поверхности. 

 
Рисунок 2.2. – Прямолинейная поверхность обработки  

под углом к оси ОХ 

 

В этом случае на приводы по осям ОХ и OY вырабатываются 

управляющие воздействия вида 

 

  cos ;xu t t   

(2.7) 

.sin)( vttu y   

Выходные переменные приводов по осям ОХ и OY изменя-

ются по выражениям, аналогичным (2.4), а скоростные ошибки 

по каждой координате аналогично выражению (2.6). Тогда в 

установившемся режиме движения действительная траектория 

определяется параметрическими уравнениями 

)(cos)( прT
t

прxпрxy eTTtvtx


   

(2.8) 

)(sin)( прT
t

прyпрyy eTTtvty


   
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где 
xпрT , 

yпрT  – постоянные времени приводов по осям ОХ и ОY. 

Контурная ошибка k  определяется расстоянием между 

фактической и заданной траекториями, представляющими собой 

отрезки параллельных прямых в установившемся режиме. Тогда 

 

.2sin
2

прyпрx TT
v

k                                              (2.9) 

 

3. Обрабатываемая поверхность является окружностью. 

 

При обработке окружности система программного управле-

ния вырабатывает управляющие воздействия вида: 

 

  cos ;xu t R t  

(2.10) 

  sin ,yu t R t  

 

где R – радиус обрабатываемой окружности;   = /R – угловая 

скорость движения рабочей точки. 

Координаты на выходе привода описываются уравнениями: 

 

 
/

2 2 2 2

cos sin
;

1 1

прхt Тпрx

прx прx

t T t R
x t R e

T T

  

 


 

 
 

(2.11) 

 
/

2 2 2 2

sin cos
.

1 1

прyt Тпрy прy

прy прy

t T t R T
y t R e

T T

   

 


 

 
 

 

Если прxT х≠ прyT у – то обрабатываемая поверхность является 

эллипсом, а если прxT = прyT = прT – то окружностью. 

В установившемся режиме полученная траектория описыва-

ется параметрическими уравнениями вида 
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   
2 2
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(2.12) 

   
2 2

sin ,
1

y

пр

R
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Т
 


 



 

 

где  =acrtg ω Тпр. 

  

Полученная траектория является окружностью радиуса 

2 2
.

1пр

R
R

Т 
 


    

 (2.13.) 

 

Тогда контурная ошибка 

2 2

1
1 .

1пр

k R R R
Т 

 
     
  
 

                              (2.14) 

 

8.3 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

1. Ознакомиться с теорией возникновения скоростной и 

контурной ошибок при обработке приводами различных видов 

обрабатываемых поверхностей. 

2. Построить кривые изменения управляющего воздействия  

 xu t  (2.3) и выходной координаты  x t  (2.4) при обработке по-

верхности, параллельной оси ОХ, а также график изменения 

ошибки ∆x(t) по данным из табл. 3.1. в соответствии с заданным 

вариантом в одних осях координат. 
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Таблица 3.1 

Исходные данные для пункта 2 

Номер  

варианта 

Добротность kv, 
c

–1
 

Скорость v, 

 мм/с 

Длина l, 

мм 

1 10 20 80 

2 15 30 75 

3 20 40 120 

4 25 35 70 

5 30 40 100 

6 35 25 75 

7 40 50 75 

8 20 25 60 

9 25 35 90 

10 35 30 90 

11 40 40 100 

12 15 60 150 

13 30 25 45 

14 45 45 80 

15 20 60 120 

16 40 40 80 

17 35 25 100 

18 20 30 80 

19 45 30 60 

20 15 40 65 

21 35 60 85 

22 40 50 120 

23 20 30 45 

24 25 45 80 

25 45 50 110 

26 40 45 85 

27 15 30 65 

28 30 40 90 

29 45 50 80 

30 30 35 105 
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3. Определить значения скоростной ошибки теоретически 

по формуле (2.6) и графически по построенным кривым  xu t  и 

 x t  и сравнить их между собой. 

4. Определить теоретически и графически время запаздыва-

ния при обработке поверхности, параллельной оси ОХ, а полу-

ченные значения сравнить между собой. 

5. Определить законы изменения управляющих воздействий 

 xu t ,  yu t  при обработке поверхности под углом α к оси ОХ по 

выражениям (2.7) и выходных координат  x t  и  y t  по выраже-

ниям, аналогичным (2.4), по данным из табл. 3.2 в соответствии с 

заданным вариантом и построить кривые их изменения в одних 

осях координат. 

Таблица 3.2 

Исходные данные для пунктов 5 и 6 

Номер 

варианта 

Добротности 
Скоростьv 

мм/с 

  

Длина 

l мм 

Угол 

на- 

клона 

α град 

∆α ∆kvy kvx kvy 

1 10 10 30 80 12 – 0,2 

2 15 16 25 60 10 3 – 

3 20 20 45 115 8 – 0,25 

4 25 27 35 105 20 2 – 

5 30 30 35 120 10 – 0,2 

6 35 36 25 75 5 3 – 

7 40 42 40 105 15 3 – 

8 45 46 25 100 14 2 – 

9 50 49 30 95 22 – 0,15 

10 10 12 20 80 10 3 – 

11 15 15 40 85 12 – 0,25 

12 20 21 50 110 16 2 – 

13 25 25 20 65 18 – 0,3 

14 30 28 40 75 20 1 – 

15 35 34 45 120 5 4 – 

16 40 41 35 80 11 – 0,1 

17 45 43 25 100 17 2 – 

18 50 50 20 65 30 – 0,5 
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19 10 11 25 75 25 1 – 

20 15 15 40 85 17 – 0,3 

21 20 20 50 95 26 – 0,2 

22 25 25 35 95 21 – 0,4 

23 30 31 30 80 28 1 – 

24 35 35 50 105 30 – 0,2 

25 40 39 20 60 15 3 – 

26 45 43 30 70 10 3 – 

27 50 47 40 100 8 3 – 

28 10 10 25 120 15 – 0,5 

29 15 15 35 90 25 – 0,4 

30 20 20 45 105 10 – 0,5 

 

6. Определить исходную контурную ошибку ∆ko по выраже-

нию (2.9) и провести исследование влияния на величину контур-

ной ошибки угла наклона обрабатываемой поверхности в соот-

ветствии с шагом ∆α или соотношения добротностей приводов за 

счет изменения добротности kvy  с ∆kvy  по данным по табл. 3.2 в 

соответствии с заданным вариантом и построить график приме-

нения контурной ошибки при десяти итерациях. 

7. Определить законы изменения управляющих воздействий 

 xu t ,  yu t  при обработке окружности по выражениям (2.10) и 

выходных координат x(t), y(t) по выражениям (2.11) в соответ-

ствии с заданным вариантом по данным из табл. 3.3 и построить 

кривые их изменения в одних осях координат. 

Таблица 3.3 

Исходные данные для пунктов 7 и 8 

Номера 

варианта 

kv 

с
–1 

l 

мм 

v 

мм/с 

R 

мм 

∆R 

мм 

∆v 

мм/с 

1 40 30 20 40 – 3 

2 35 60 30 85 – 2 

3 30 25 40 40 2 – 

4 25 70 35 105 – 2 

5 20 50 30 95 – 3 

6 15 60 50 80 2 – 

7 10 45 50 60 2 – 
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8 35 50 45 65 3 – 

9 30 50 55 70 2 – 

10 25 45 35 100 4 – 

11 20 35 40 70 – 2 

12 15 40 25 40 5 – 

13 10 60 45 90 2 – 

14 40 40 25 60 4 – 

15 30 60 30 100 – 3 

16 25 60 30 90 – 2 

17 20 50 40 75 – 2 

18 15 50 50 80 2 – 

19 10 45 60 90 – 1 

20 40 55 50 85 1 – 

21 35 40 45 80 2 – 

22 25 35 35 60 3 – 

23 20 45 50 50 – 3 

24 15 30 25 50 – 2 

25 10 40 30 70 4 – 

26 40 50 40 70 2 – 

27 35 50 35 100 – 1 

28 30 40 30 50 2 – 

29 20 30 50 50 – 3 

30 15 30 25 50 3 – 

 

8. Определить исходную контурную ошибку ∆ko по выраже-

нию (2.14) и провести чередование влияния на величину контур-

ной ошибки при изменении радиуса обрабатываемой окружности 

R с шагом ∆R или скорости с шагом ∆υ соответствии с заданным  

вариантом по данным из табл. 3.3. 

9. Оформить и защитить отчет по лабораторной работе. 

Примечание: Расчет и построение кривых изменения управ-

ляющих воздействий и выходных координат, а также графиков 

изменения контурной ошибки осуществлять с использованием 

Microsoft Excel  
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8.4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Основные достоинства апериодического характера изме-

нения выходных координат приводов. 

2. Недостатки апериодического характера изменения вы-

ходных координат приводов. 

3. Каким параметром оценивается инерционность следящих 

приводов? 

4. При каком угле наклона обрабатываемой поверхности 

возникает максимальная контурная ошибка? 

5. Как влияет радиус обрабатываемой окружности на вели-

чину контурной ошибки? 

6. Что влияет на величину запаздывания при обработке пря-

молинейных поверхностей? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №9. КОМБИНИРОВАННОЕ 

УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ РЕЗАНИЯ  

НА ФРЕЗЕРНОМ СТАНКЕ 

9.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 

Цель работы – приобретение студентами практических навыков при 

анализе и синтезе систем комбинированного управления процессом реза-

ния на фрезерном станке. 

 

9.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 

Основным рабочим процессом на фрезерном станке являет-

ся процесс резания, заключающийся в удалении с поверхности 

заготовки слоя металла в виде стружки с целью получения детали 

заданных формы, размеров и шероховатости обрабатываемых по-

верхностей. 

Для осуществления процесса резания необходимо иметь два 

движения: главное движение резания и движение подачи. Глав-

ное движение – прямолинейное поступательное или вращатель-

ное движение заготовки или режущего инструмента, происходя-

щее с наибольшей скоростью в процессе резания. При фрезеро-

вании главным движением является вращательное движение 

фрезы. Система управления приводом главного движения, в ос-

новном, представляет собой САР, обеспечивающая стабилизацию 

скорости вращения фрезы на требуемом уровне. 

Движение подачи – прямолинейное поступательное или 

вращательное движение режущего инструмента или заготовки, 

скорость которого меньше скорости главного движения резания, 

предназначенное для того, чтобы распространить отделение слоя 

материала на всю поверхность. 
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Важнейшим показателем качества обработки на фрезерном 

станке является точность, т.е. степень соответствия геометриче-

ских параметров обработанной детали параметрам, заданным 

чертежом. На точность обработки при фрезеровании влияют раз-

личные факторы, основными из которых являются: погрешности, 

возникающие в результате упругих деформаций технологической 

системы под действием сил резания и в результате деформации 

заготовки и других элементов оснастки при креплении заготовки; 

погрешности, вызываемые размерным износом инструмента, 

температурными деформациями технологической системы; по-

грешности наладки станка; погрешности, вызываемые действием 

остаточного напряжения в материале заготовок  и готовых изде-

лий и многие другие. 

Для обеспечения требуемого качества обработанной по-

верхности необходимо в управляющей программе предусмотреть 

компенсацию "вредных" воздействий на процесс резания. Однако 

учесть все факторы при составлении управляющей программы 

достаточно сложно. Составление управляющей программы для 

фрезерного станка при решении технологической задачи ЧПУ 

упрощается при использовании систем адаптивного управления 

процессом резания. 

В лабораторной работе моделируется система комбиниро-

ванного управления процессом управления на фрезерном станке, 

позволяющая компенсировать отклонения глубины резания от 

номинального значения на качество обработки. 

Функциональная схема системы комбинированного управ-

ления процессом резания на фрезерном станке приведена на 

рис. 2.1. 

 

 
Рис. 2.1. Функциональная схема системы комбинированного 

управления процессом резания 
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где Р – регулятор; К – компенсатор; ОУ – объект управления 

(процесс резания); Д – датчик обратной связи; Pz (t) – сила реза-

ния; t3 (t) – глубина резания; S(t)  – подача; u(t)  – задающее воз-

действие, характеризующее требуемое (номинальное) значение 

силы резания; uд (t) – сигнал обратной связи. 

Математические модели процесса резания аппроксимирова-

ны апериодическими звеньями первого порядка: 

 – по каналу управления "подача – сила резания" 

1
)(




pT

k
pW

o

s
y

;                                          (2.1) 

 – по каналу возмущения "глубина резания – сила резания" 

1
)(




pT

k
pW

t

t
t

,                                           (2.2) 

где oT , 
tT  – постоянные времени; sk , tk  – коэффициенты переда-

чи, определяемые по выражениям 

D

BSc
k

op
s  ; 

D

Btc
k

p
t

30
 ,                              (2.3) 

где pc  – константа, зависящая от материала; B  – ширина фрезе-

рования; D  – диаметр фрезы; oS  – номинальное значение подачи; 

30t  – номинальное значение глубины резания. 

Номинальный режим процесса резания на фрезерном станке 

описывают выражением 

30tkSkномP tosz  .                                       (2.4) 

Датчик обратной связи описывают передаточной функцией 

Wд(p)=kд                                                     (2.5) 

где kд – коэффициент передачи датчика. 

Компенсатор предназначен для компенсации отрицательно-

го влияния на качество работы САР отклонения глубины резания 

от номинальной величины 30t . Передаточная функция компенса-

тора разработана на основе теории модельной компенсации 

инерционности,  которая определяется соотношением 

)()()( 1 pWpWpW stk
 ,                                       (2.6) 

где )(1 pWs
  – обратная передаточная функция по каналу управле-

ния, т.е. 
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s

o
s

k

pT
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1
)(1 
 .                                              (2.7) 

Алгоритм моделирования компенсатора, полученный по 

разностной схеме, описывается следующими выражениями: 


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где )(3 it  – величина текущего отклонения глубины резания от 

номинального значения; )(' iPz  – текущее значение отклонения 

силы резания, обусловленное отклонением глубины резания 

)(3 it ; 11 , 10 , 20 , 21  – коэффициенты уравнений, определяе-

мые по формулам: 

tT
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
21 ; 

t  – шаг электретизации; )(iSk  – эквивалентная величина пода-

чи, соответствующая отклонению глубины резания от номиналь-

ного значения. 

В лабораторной работе в качестве регулятора привода пода-

чи используются типовые регуляторы: 

- П – регулятор с передаточной функцией 

pП kpW )( ;                                                (2.9) 

где pk  – коэффициент передачи регулятора, настроечное значе-

ние которого определяется по формуле: 

os
p

Tk
k

2,2

1
 ;                                              (2.10) 

- ПИ - регулятор с передаточной функцией 

)
1

1()(
3 pT

kpW pПИ  ,                               (2.11) 

где коэффициент передачи pk  и постоянная времени изодрома 3T  

определяются по формулам: 

os
p

Tk
k

8,1

1
 ;  oTT 43  .                        (2.12) 
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9.3 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Ознакомиться с теорией комбинированного управления 

процессом резания на фрезерном станке, в качестве которого вы-

бран фрезерный станок с ЧПУ 654Ф3, характеристики которого 

приведены в табл. 3.1. 

2. Разработать алгоритм моделирования системы комбини-

рованного управления, приняв шаг электретизации 

штTt )5,01,0(  . В качестве обрабатываемого материала рассмат-

ривать сталь 45, которой соответствует коэффициент 825pc , 

используемый при расчете коэффициентов передачи sk  и tk . За 

номинальные значения во всех вариантах приняты: глубины ре-

зания 2,030 t  мм; подачи 5,0oS мм/об. В качестве датчика об-

ратной связи используется датчик У1, имеющий коэффициент 

передачи kд=0,125 в/Н. 

Таблица 3.1 

Характеристики станка 654Ф3 

 
Характеристики Значения 

Размеры рабочей поверхности стола (мм  мм) 630  1600 

Наибольшее перемещение (мм): 

- стола: 

- продольное 

- поперечное 

- шпиндельной бабки 

 

 

1250 

630 

625 

Расстояние от торца шпинделя до поверхности стола (мм) 100–530 

Число скоростей шпинделя 18 

Частота вращения шпинделя (об/мин) 25–1250 

Подача (мм/мин) 

- стола 

- шпиндельной бабки 

 

0,1–4800 

0,1–4800 

Скорость быстрого перемещения (мм/мин) 

- стола 

- шпиндельной бабки 

 

4800 

4800 

Мощность электродвигателя привода главного движения 

(кВт) 

15 

 

Таким образом, исходными данными для моделирования си-

стемы комбинированного управления на фрезерном станке при-
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няты: 825pc ; 2,030t  мм; 5,0oS  мм/об; kд=0,125 в/Н, а также 

данные, зависящие от номера варианта и приведенные в табл. 3.2. 

где номPz  – номинальное (требуемое) значение силы резания; uдо 

– сигнал с датчика обратной связи в нулевой момент времени. 

3. Выбрать типовой регулятор (2.9) или (2.11) в соответ-

ствии с заданным вариантом по данным из табл. 3.2 с учетом 

формул расчета построенных параметров регуляторов (2.10) и 

(2.12). Качество регулирования необходимо оценивать по пря-

мым оценкам качества регулирования: статистической ошибке 

ст ; времени регулирования tр; перерегулированию  . Кривые 

переходного процесса необходимо построить с использованием 

алгоритма, полученного на основе разностных уравнений. 

 

Таблица 3.2 

Исходные данные 

 
№ 

вар. 
номPz , 

Н 
оТ , 

с 
tT , 

с 

D , 

мм 

B , 

мм 
доu , 

в 
трt  

1. 1000 1,1 1,2 60 50 97,25 0,01 

2. 800 1,0 1,1 50 60 76,00 0,05 

3. 825 1,1 1,0 65 40 80,40 0,025 

4. 850 1,15 1,15 80 45 83,14 0,015 

5. 875 1,0 1,2 50 36 85,13 0,03 

6. 900 1,2 1,0 40 32 87,36 0,04 

7. 950 1,15 1,2 100 50 99,18 0,005 

8.  1000 1,2 1,15 125 55 104,7 0,035 

9. 1050 1,25 1,0 60 60 108,6 0,045 

10. 1100 1,0 1,25 50 50 112,67 0,01 

11. 925 1,3 1,3 50 50 88,2 0,005 

12. 975 1,2 1,4 60 50 100,0 0,004 

13. 1025 1,0 1,2 70 65 99,2 0,012 

14. 1075 1,4 1,1 80 70 101,3 0,015 

15. 1020 1,2 1,3 60 60 98,9 0,011 

16. 910 1,1 1,2 60 55 87,6 0,008 

 

4. Промоделировать алгоритм комбинированного управле-

ния по данным табл. 3.2 в соответствии с заданным вариантом 

при 20 итерациях с учетом работы компенсатора и без него. В ка-
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честве регулятора использовать выбранный выше типовой регу-

лятор. Эффективность функционирования системы произвести: 

- по средне-модульной ошибке 

 


п

i

iu
п

u
1

)(
1 ,                                           (3.1) 

где )1()()(  iuiuiu д ; 20n  

- по среднеквадратичной ошибке 




n

i
ст iu

n 1

2 )(
1

 ;                                   (3.2) 

- по максимально возможной ошибке 

 )(,,)1(maxmax nuuu   ,                       (3.3) 

При учете работы компенсатора предполагается, что глуби-

на резания изменяется по линейному закону, таким образом, име-

ется линейный тренд вида: 

трtkitit  303 )( ,                                        (3.4) 

где трk  – коэффициент линейности изменения глубины резания. 

При моделировании системы комбинированного управления с 

компенсатором рассматриваются два случая: глубина резания из-

меняется по линейному закону (3.4); глубина резания не только 

изменяется по линейному закону, но и подвержена действию 

случайных помех, т. е. 

)()()(
~

33 iitit  ,                                        (3.5) 

где )(i  – случайная ошибка, распределенная по нормальному за-

кону с нулевым математическим ожиданием. 

Результаты моделирования представить в виде трех кривых 

изменения величины )(iPz  c оценкой эффективности работы си-

стемы по оценкам (3.1)(3.3). 

5. Оформить и защитить отчет по лабораторной работе. 

 

9.4 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

  

1. Какие факторы влияют на точность обработки на фрезер-

ном станке? 

2. Достоинства и недостатки системы комбинированного 

управления процессом резания. 
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3. На основе какого подхода получена передаточная функ-

ция компенсатора? 

4. От чего зависит точность работы компенсатора? 

5. Чем обусловлен закон изменения силы резания? 

6. Какими динамическими звеньями описываются каналы 

управления и возмущения процесса резания? 

7. Что характеризует номинальный режим процесса реза-

ния? 

8. Какие параметры влияют на коэффициенты передачи в 

моделях процесса резания? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №10. РАСЧЕТ ПОЗИЦИОННЫХ 

СИСТЕМ ЧПУ 

10.1 ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 

Цель работы – приобретение студентами практических 

навыков расчета позиционных систем ЧПУ при проектировании 

систем управления на основе метода логарифмических частотных 

характеристик. 

 

10.2 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 

Позиционными системами числового программного управ-

ления (ЧПУ) называются системы, задачами которых являются 

либо установочные перемещения рабочего органа, либо переме-

щения при обработке, по одной из координат. Данные системы 

ЧПУ используются, например, при растачивании или при сверле-

нии отверстий в деталях, при фрезеровании отдельных поверхно-

стей или участков, ограниченных прямыми, параллельными ося-

ми координат.  

Функциональная схема позиционных систем ЧПУ (ПС ЧПУ) 

приведена на рис. 2.1, где П – блок задания управляющей про-

граммы; ЭУ – электронный усилитель; КУ – корректирующее 

устройство; Д – датчик обратной связи; СПИД – система «станок 

– приспособление – инструмент – деталь». 

 

 
Рис. 2.1. Функциональная схема ПС ЧПУ 
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В общем случае передаточная функция разомкнутой систе-

мы ЧПУ 

 

 

 
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22
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1)pτ2ζp(T1)p(Tp

1)pτ2ζp(τ1)p(τk

(p)W                         (2.1) 

 

где k – коэффициент передачи системы; j и i – коэффициент 

демпфирования; j – постоянные времени дифференцирующих 

звеньев; Ti – постоянная времени привода и интегрирующих зве-

ньев. 

Особенность расчета ПС ЧПУ, приведенной на рис. 1 состо-

ит в том, что сложно учесть влияние на качество обработки всех 

координат, каждая из которых вносит свою долю искажений кон-

тура искажаемой детали. 

 

2.1. Методика расчета ПС ЧПУ 

 

Расчет ПС ЧПУ заключается в выборе параметров КУ, 

обеспечивающих требуемые характеристики системы управле-

ния. Расчет ПС ЧПУ осуществляется в следующей последова-

тельности: 

1. Выбор структуры ПС ЧПУ и типа привода подачи. 

2. Расчет требуемого значения коэффициента передачи 

разомкнутой части системы исходя из условия точности позици-

онирования: 

 

  
i

x

T
Zk

k

ЗНП








1

2

,                                             (2.2) 

 

где  Z – величина параметрического возмущения; 

k2 – коэффициент передачи элемента системы на вход кото-

рого действует величина Z; 

T1 – сила трения без смазки; 

 – коэффициент нагрузки; 

п – погрешность позиционирования; 
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н – измерительная погрешность датчика обратной связи; 

з – погрешность задания программы; 

x – величина зазора в кинематической передаче; 

i – передаточное отношение. 

3. Выбор частоты среза  с из условия заданного быстродей-

ствия по следующим формулам: 

                                    

tmax =  /с;                                                              (2.3) 
 

с )100/(1

2,6
t н


 ;                                                          (2.4) 

 

cc 





 )05,0100/(48
t

)21(
р





                                            (2.5) 

 

где  – величина перерегулирования;  – число колебаний за 

время регулирования tp; tmax – время достижения первого макси-

мума; tн – время нарастания. Если    12 %, то tp = tmax. 

4. Выбор запасов устойчивости по амплитуде L и по фазе 

 исходя из величины перерегулирования . Изменение вели-

чины перерегулирования  в диапазоне (20...55)% приближенно 

соответствует запасам устойчивости по амплитуде и фазе в ин-

тервале: 

 









деб)8...23(

град)25...61(

L


.                                                   (2.6) 

 

5. Построение желаемой логарифмической амплитудно-

частотной характеристики (ЛАЧХ) по значениям К, с и L (ме-

тодика построения желаемой ЛАЧХ приведена в учебниках [3, 

4]). 

6. Определение по ЛАЧХ передаточной функции Wp(p) 

разомкнутой системы ЧПУ. 

7. Вычисление запаса устойчивости по фазе  по значени-

ям параметров передаточной функции Wp(p)  (2.1) по формуле 
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(2.7) 

 

Если  получается меньше допустимой величины, необхо-

димо изменить параметры ЛАЧХ. 

8. Проектирование привода подачи. 

9. Выбор КУ и расчет его параметров. В рассматриваемой 

методике расчета ПС ЧПУ используется последовательное вклю-

чение КУ. Характеристики КУ определяются на основе ЛАЧХ по 

выражениям:  

 
 

  
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где LK(), LЖ(), LР() – соответственно ЛАЧХ скорректирован-

ной и исходной ПС ЧПУ и  последовательного КУ; К (), Ж (), 

Р() – соответственно ЛФЧХ скорректированной и исходной 

ПС ЧПУ и КУ. По характеристикам (2.8) в соответствии с табли-

цей в приложении выбирается конкретное КУ. 

10. Выбор типа устройства задания управляющей програм-

мы и типа датчика обратной связи. 

 

10.3 ПРИМЕР РАСЧЕТА ПОЗИЦИОННЫХ СИСТЕМ ЧПУ 

 

В качестве примера рассмотрим расчет ПС ЧПУ, передаточ-

ная функция разомкнутой части которой имеет вид: 

 

)1)(1(
)(

21 


pTpT

K
pWp

,              (3.1) 

 

где k = 140; T1 = 0,1; T2 = 0,02. 
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1. Построение ЛАЧХ и ЛФЧХ исходной системы ЧПУ. 

Заменив p на j имеем, что 

 

1)jω1)(Tjω(T

k
(p)W

21

p


                                         (3.2) 

Отсюда 

  .1ωT20lg1ωT20lg20lgkωL 22

2
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1   

где  20 lg k = 20 lg140 = 42,9 деб. 

Сопрягающие частоты определяются следующим образом: 

1;lgω     10;
0,1

1

T

1
ω 1

1

1 

 

1,699.lgω     50;
0,02

1

T

1
ω 2

2

1 

 
ЛАЧХ исходной ПС ЧПУ приведена на рис. 3.1,а. 

Определим выражение для расчета значений ЛФЧХ, выде-

лив для этого мнимую и вещественную части WP (j). 
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Отсюда 

 

  .
0,002ω1

0,12ω
arctgω

2


                                        
 (3.3) 

 

Результаты расчета ЛФЧХ исходной ПС ЧПУ приведены в 

таблице 3.1, а ее график на рис. 3.1,б.     



161 

 

 

 

 
Рис. 3.1. ЛАЧХ и ЛФЧХ исходной и скорректированной ПС 

ЧПУ 

 

Таблица 3.1 

Значения ЛФЧХ р() 

 

 0 1 3,16 10 31,6 50 100 269,15 1000 

р () -0 -6,85 -21,15 -56,31 -104,73 -123,69 -147,72 -167,35 -176,56 

 

2. Определение запаса устойчивости по фазе. 

Запас устойчивости по фазе исходной ПС ЧПУ определяем 

графически по графику р(). Из графика видно, что недостаточ-

но для качественной и устойчивой работы ПС ЧПУ, так как 

р() < 30

. 

р()= 12,65

, 
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3. Построение ЛАЧХ скорректированной ПС ЧПУ. 

Для повышения качества работы и устойчивости ПС ЧПУ 

включим в систему последовательное КУ (см. рис. 2.1). Для по-

строения желаемой ЛАЧХ (то есть ЛАЧХ скорректированной ПС 

ЧПУ) необходимо определить частоту среза сж. Определим вре-

мя регулирования tp для исходной ПС ЧПУ при условии, что 

 = 20 %, а   = 0. Отсюда имеем, что 

.
269,15
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3,14
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
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В итоге имеем, что tp исходной системы находится в интер-

вале (0,012...0,027) с. 

В скорректированной ПС ЧПУ требуется увеличить быстро-

действие в 2 раза, а перерегулирование  уменьшить на один 

процент, то есть 

tpдоп   0,135 с; 

 

доп   19 %. 

 

Определим частоту среза с, обеспечивающую данные 

условия, а именно: 
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Примем tpж = 0,0134 секунд. Тогда 
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Определим сопрягающие частоты 2 и 3. Частота 2 опре-

деляется точкой пересечения желаемой ЛАЧХ на средних часто-

тах, проведенной под наклоном –20 деб/дек через сж = 501,18 с
–1

 

и исходной ЛАЧХ. Из графика получаем, что 

 

2 = 142,86 с
-1

. 
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Значение 3 приближенно выбирается из условия, что 

3 = (2...4)с, то есть в нашем случае 

 

3 = (1002,36   2004,72) с
-1

.
 

 

Примем 3 = 1666,67 с
-1

.Тогда 

 

lg3 = 3,301. 

 

В дальнейшем 3 может быть скорректирована, если не бу-

дет обеспечен требуемый запас устойчивости системы по ампли-

туде. ЛАЧХ скорректированной ПС ЧПУ приведена на 

рис. 3.1, а. 

 

4. Определение ЛАЧХ КУ. 

ЛАЧХ КУ определяется по выражению  

 

LK () = LЖ () – LР(). 

 

Для рассматриваемого КУ ЛАЧХ приведена на рис. 3.2. 

 

 

Рисунок 3.2 – ЛАЧХ последовательного  

корректирующего устройства 

5. Выбор КУ. 

По таблице из приложения выбираем КУ с передаточной 

функцией 
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Так как на низких частотах 20lgk2 = 0, то k2 = 1. 

Передаточная функция скорректированной разомкнутой ПС 

ЧПУ в итоге имеет вид 
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или после подстановки численных значений имеем 
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6. Построение ЛФЧХ скорректированной ПС ЧПУ и 

определение запаса устойчивости по фазе р (). 

ЛФЧХ скорректированной ПС ЧПУ определяется также, как 

и для исходной. В итоге ЛФЧХ определяется выражением 
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Результаты расчета скорректированной ПС ЧПУ приведены 

в табл. 3.2, а ее график на рис. 3.1, б. 
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Таблица 3.2 

Значения ЛФЧХ ж() 

 

 0 1 3,16 10 31,6 50 100 269,15 501,18 1000 

ж() 0 -6,5 -20 -52,63  -93,4 -106,3 -116,63 115,3 116,85 127,02 

 

В этом случае имеем, что запас устойчивости по фазе для 

скорректированной ПС ЧПУ  

 

ж () = –180

 – (–116,85


) = 63,15


.  

 

Так  ж ()=63,15

 > 40


, то требуемое условие по устойчи-

вости выполняется. 

 

10.4 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

1. Ознакомиться с методикой расчета позиционных систем 

ЧПУ и выбора последовательного корректирующего устройства. 

2. Построить ЛАЧХ и ЛФЧХ исходной ПС ЧПУ в соответ-

ствии с заданным вариантом с учетом передаточных функций 

разомкнутой ПС ЧПУ, приведенной в табл. 4.1 и значений их ко-

эффициентов, приведенных в табл. 4.2. Определить запасы 

устойчивости по фазе и амплитуде исходной ПС ЧПУ. 

Таблица 4.1 

Передаточные функции разомкнутой  ПС ЧПУ 

 

Номер переда-

точной функции 

 

Передаточные функции 
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Таблица 4.2 

Таблица значений коэффициентов передаточных функций 

  
Номер варианта Номер Wp(p) k T1 T2  

1 I 110 0,06 – – 

2 II 150 0,15 0,02 – 

3 III 150 0,04 – 0,6 

4 IV 190 0,06 0,04 0,6 

5 I 200 0,02 – – 

6 II 150 0,07 0,005 – 

7 III 210 0,3 – 0,8 

8 IV 230 0,1 0,05 0,8 

9 I 160 0,03 – – 

10 II 180 0,05 0,004 – 

11 III 200 0,2 – 0,5 

12 IV 210 0,08 0,04 0,6 

13 I 220 0,1 – – 

14 II 190 0,09 0,02 – 

15 III 170 0,05 – 0,7 

 

Таблица 4.3 

Требования к расчету скорректированной ПС ЧПУ 

  
Номер 

варианта 

Уменьшить  

перерегулирование на 

Увеличить  

быстродействие в 

1 1 % 2 раза 

2 3 % 1,6 раза 

3 5 % 1,5 раза 

4 7 % 1,8 раза 

5 2 % 1,8 раза 

6 2 % 1,7 раза 

7 10 % 1,9 раза 

8 4 % 1,6 раза 

9 1,5 % 1,6 раза 

10 4 % 1,9 раза 

11 10 % 2 раза 

12 6 % 1.8 раза 

13 2 % 1,7 раза 

14 4 % 2,1 раза 

15 8 % 1,9 раза 
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3. Определить время регулирования tp и перерегулирование 

исходной ПС ЧПУ по переходной характеристике. 

4. Построить ЛАЧХ скорректированной ПС ЧПУ в соответ-

ствии с заданным вариантом с учетом требований, приведенных в 

таблице 4.3.  

5. Выбрать КУ и определить его параметры. 

6. Построить ЛФЧХ скорректированной ПС ЧПУ. Опреде-

лить запасы устойчивости по фазе и амплитуде скорректирован-

ной системы. 

7. Оформить и защитить отчет по лабораторной работе. 

 

10.5 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Назначение позиционных систем ЧПУ. 

2. Из каких элементов состоит ПС ЧПУ? 

3. С учетом каких требований выбирается коэффициент пе-

редачи разомкнутой части ПС ЧПУ? 

4. Методика определения логарифмических частотных ха-

рактеристик корректирующего устройства. 

5. Чем определяется низкочастотная часть желаемой ЛАЧХ 

ПС ЧПУ? 

6. Что влияет на выбор частоты среза? 

7. Как определяются сопрягающие частоты  2 и 3? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №11. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 

ОПИСАНИЕ ЦИФРОВЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

11.1 Цель работы 

 

Цель работы – изучение математических моделей цифровых 

систем управления (ЦСУ) и приобретение практических навыков 

в получении дискретных математических моделей в форме дис-

кретных передаточных функций и разностных уравнений. 

 

11.2 Основные теоретические положения 

 

В работе рассматриваются способы построения дискретных 

математических моделей для элементов системы и для ЦСУ в це-

лом на основе известных непрерывных математических моделей 

систем автоматического управления (САУ). 

В качестве дискретных моделей рассматриваются разност-

ные уравнения во временной области и дискретные передаточные 

функции в частотной области. Непрерывными математическими 

моделями являются во временной области дифференциальные и 

интегро-дифференциальные уравнения, а в частотной области – 

непрерывные передаточные функции. 

Линейные разностные уравнения n-го порядка задаются со-

отношением 

)()2()1()(

)()2()1()(

210

21

mivbivbivbivb

niyaiyaiyaiy

m

n








,  (1) 

где a1, …, an, b0, b1, …, bm – коэффициенты разностного уравне-

ния; 

y(i), v(i) – соответственно значения выходной и входной пе-

ременных в текущий момент времени ti = it; 

t – шаг дискретизации; 

i – дискретный аналог текущего момента времени, являю-

щийся безразмерной величиной, характеризующий номер те-

кущего отсчета; 
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y(i – 1), …, y(i – n) – значения выходной переменной в 

предыдущие моменты времени ti  1, …, ti  n ; 

v(i – 1), …, v(i – m)  значения входной переменной в 

предыдущие моменты времени ti  1, …, ti  m. 

Разностные уравнения обладают важным преимуществом 

перед дифференциальными уравнениями, так как разрешенные 

относительно y(it) они уже в самой записи (2.2) содержат алго-

ритм решения, легко реализуемый на ЭВМ, так как представляют 

собой рекуррентную формулу расчета текущего значения выход-

ной переменной y(i). 

)()2()1()(

)()2()1()(

210

21

mivbivbivbivb

niyaiyaiyaiy

m

n








,  (2) 

Дискретные передаточные функции получаются на основе 

Z-преобразования, которое в дискретном случае играет такую же 

роль, что и преобразование Лапласа в непрерывном случае. Z-

преобразование тесно связано с дискретным преобразованием 

Лапласа. Эта связь определяется соотношением: 

   






0

** )()()(
i

tipetixtxZpX ,   (3) 

где x
*
(t) – дискретная последовательность (решетчатая функция), 

задаваемая соотношением 

 


0

* )()()(
i

tittixtx ,    (4) 

где (t – it) – смешенные дельта-функции, существующие толь-

ко в моменты времени ti = it и равные нулю при всех других 

значениях t. 

Пример дискретной последовательности x
*
(t)={x(it)} при-

веден на рисунке 1. 

Недостатком дискретного преобразования Лапласа является 

наличие в выражении (3) трансцендентного сомножителя e
–pit

, 

из-за которого преобразование X

(p) и дискретные передаточные 

функции становятся иррациональными функциями аргумента p, 

что создает трудности при их использовании. 
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С целью получения дискретной передаточной функции в 

дробно-рациональной форме, свойственной непрерывным систе-

мам вводят замену 

tpez  .      (5) 

Тогда имеем, что 

   






0

** )()()(
i

iztixtxZzX .   (6) 

 

Рисунок 1 – Дискретная последовательность 

Выражение (6) называется Z-преобразованием дискретной 

последовательности X

(t). 

Главное достоинство и удобство Z-преобразования состоит в 

том, что сама запись Z-преобразования (6) дает простой способ 

выполнения прямого и обратного Z-преобразований: 

1. Для нахождения Z-преобразования известной временной 

функции x(t) необходимо ее каждое дискретное значение x(it) 

умножить на (z – i), а затем свернуть получившийся ряд. 

2. Для нахождения временной функции x(t) по известному 

Z-изображению X(z), необходимо X(z) представить в виде степен-

ного ряда по убывающей степени (z – i), получающиеся при этом 

числовые коэффициенты являются дискретными значениями 

x(it) функции x(t). В соответствии с данными правилами состав-

лена таблица, содержащая наиболее часто употребляемые вре-

менные функции, их изображения по Лапласу и Z-изображения 
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выходной последовательности к Z-изображению входной после-

довательности при нулевых начальных условиях, то есть 



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
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Если известно аналитическое выражение весовой функции, 

то 






 

0

)()(

i

ztiwzW i
.    (8) 

Дискретная передаточная функция в дробно-рациональной 

форме имеет вид: 

n
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n
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1
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)( ,  (9) 

где z – 1 – есть временная задержка на один шаг дискретизации. 

 

11.2.1 Получение дискретных передаточных функций 

 

Дискретные передаточные функции получаются как на ос-

нове непрерывных передаточных функций, так и на основе раз-

ностных уравнений. Наибольший интерес представляет первый 

случай, который символически записывается так: 

 )()( pWZzW  .    (10) 

При получении W(z) на основе W(p) наибольшее распро-

странение получили два метода: 

– табличный метод; 

– метод подстановки. 

При табличном методе исходными данными для получения 

W(z) являются либо непрерывные передаточные функции W(p), 

либо весовые функции (t). Далее по таблице, приведенной в 

приложении А, определяется дискретная передаточная функция 
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W(z). Единственная проблема, которая здесь имеет место, состоит 

в том, что в таблице приведены Z-изображения только для пере-

даточных функций невысокого порядка. Если W(p) является пе-

редаточной функцией высокого порядка, то ее необходимо пред-

варительно разложить в сумму дробно-рациональных членов, 

каждый из которых представлен в таблице А.1. Подробно методы 

разложения рассмотрены в [5]. 

При методе подстановок осуществляется приближенный пе-

реход от W(p) к W(z). В настоящее время известны два вида под-

становок: 

– общая подстановка, полученная при выполнении опера-

ций численного интегрирования по методу прямоугольников 

t

z

z
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t
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
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1111
;    (11) 

– подстановка Тастина, полученная Тастиным при вы-

полнении операций численного интегрирования по методу тра-

пеций 
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При получении дискретной передаточной функции W(z) на 

основе разностных уравнений исходными являются уравнения 

вида (1), которые записываются в операторной форме, то есть в 

виде 
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Вынесем за скобки Y(z) и V(z): 
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Откуда имеем, что 
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11.2.2 Получение разностных уравнений. 

 

В работе разностные уравнения получаются на основе: 

– дифференциальных уравнений; 

– интегро-дифференциальных уравнений; 

– дискретных передаточных функций. 

 В качестве исходных рассматриваются дифференциальные 

уравнения вида: 
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где k – коэффициент передачи; 

T1, …, Tn, 1, …, m – постоянные времени. 

Для получения разностных уравнений в выражении (16) 

дифференциалы заменяются приближенно левыми разностями: 

д.т.и
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 (17) 

где y(i), 
2
y(i) – разности первого и второго порядков. 

После замены дифференциалов разностями приводятся по-

добные члены, в результате чего получается итоговое разностное 

уравнение. При получении разностных уравнений на основе 

дифференциальных порядок разностного уравнения всегда сов-

падает с порядком дифференциального уравнения. 
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При получении разностного уравнения для интегро-

дифференциального уравнения необходимо учитывать особен-

ность получения разностного уравнения для операции интегри-

рования, то есть для интеграла вида: 


t

dttvkty
0

)()( .     (18) 

При численном интегрировании по методу прямоугольни-

ков интеграл (18) заменяется суммой 
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jvtkiy .    (19) 

Так как (см. рисунок 2) интеграл (18) представляет собой 

площадь криволинейной трапеции, то сумма (19) представляет 

собой площадь прямоугольников с основаниями равными t и 

высотой v(i). Запишем сумму вида (19) для предыдущего момента 

времени, то есть 
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Рисунок 2 – График решетчатой функции 

При вычитании суммы (20) из суммы (19) получаем уравне-

ние вида: 

)1()1()(  ivtkiyiy .   (21) 

В итоге разностное уравнение имеет вид: 
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)1()1()( 1  ivbiyiy ,    (22) 

где b1 = k t. 

Методика получения разностных уравнений для интегро-

дифференциальных уравнений состоит в следующем: 

1. Дифференциалы заменяются левыми разностями на ос-

нове формулы (17). 

2. Интегралы заменяются суммами вида (19). 

3. Полученное уравнение записывается для моментов вре-

мени i и i – 1. 

4. Уравнение для (i – 1)-го момента времени вычитается из 

уравнения для i-го момента времени. После преобразования и 

приведения подобных членов получается требуемое разностное 

уравнение. 

 Разностное уравнение на основе дискретной передаточной 

функции вида (9) получается следующим образом: 

1. Z-изображение выходной переменной записывается в ви-

де: 
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2. Левая и правая части уравнения (23) умножаются на зна-

менатель в правой части. В итоге получается операторное урав-

нение вида: 
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3. Раскрывая скобки в (24), получается операторное урав-

нение вида: 
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4. Перейдя во временную область, имеем разностное урав-

нение вида: 
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11.2.3 Получение разностных уравнений ЦСУ 

 

Разностные уравнения ЦСУ получаются на основе матема-

тических моделей САУ. При этом возможны два способа: 

– получение разностных уравнений ЦСУ на основе переда-

точной функции САУ; 

– получение разностных уравнений ЦСУ в виде последова-

тельности разностных уравнений ЦСУ в соответствии с ее струк-

турной схемой. 

Получение разностного уравнения ЦСУ по передаточной 

функции САУ осуществляется следующим образом: 

1. По структурной схеме САУ и передаточным функциям 

ее элементов получают передаточную функцию системы Wc(p). 

2. По Wc(p) восстанавливается дифференциальное уравне-

ние САУ, либо формируется дискретная передаточная функция 

ЦСУ Wc(z). 

3. По дифференциальному уравнению системы либо по ее 

дискретной передаточной функции получается разностное урав-

нение системы. 

Недостаток данного способа состоит в получении разностных 

уравнений высокого порядка, что часто приводит к большим вы-

числительным ошибкам. 

Получение разностного уравнения ЦСУ по структурной 

схеме САУ реализуется по следующей схеме: 

1. Формируются разностные уравнения для динамических 

звеньев САУ, которые представляют собой в основном типовые 

динамические звенья. 

2. Формируются уравнения связи, то есть разностные урав-

нения элементов сравнения и суммирования. 

3. Строится алгоритм моделирования ЦСУ в виде алгорит-

ма последовательного выполнения разностных уравнений в соот-

ветствии со структурной схемой САУ. 
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11.3 Примеры получения дискретных передаточных функций  

и разностных уравнений 

 

11.3.1 Получение дискретной передаточной функции таб-

личным методом 

 

Получить дискретную передаточную функцию Wc(z) таб-

личным методом, если 

15,0

2
)(




p
pW . 

Разделив числитель и знаменатель на величину 0,5, получим 
















2

1
4

2

4
)(

pp
pW . 

По таблице А.1 в приложении А имеем, что 

tez

z

p
ZzW















22

1
)( . 

Тогда 

tez

z
zW




2

4
)( . 

Разделив числитель и знаменатель на величину z получаем, что 

tez
zW




211

4
)( .    (27) 

11.3.2 Получение дискретной передаточной функции под-

становкой Тастина 

 

 Получить дискретную передаточную функцию подстанов-

кой Тастина (12) и разностное уравнение, если 

1

)1(
)(

2

1






pT

pTk
pW . 
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Сделав подстановку вида (12) имеем, что 

)1()1(2

)1()1(2

1
1

12

1
1

12

)(
11

2

11
1

1

1

2

1

1

1















































ztzT

ztkzTk

z

z

t
T

z

z

t
Tk

zW . 

После преобразования имеем, что 

1
22

1
11

)2()2(

)2()2(
)(










zTttT

zTktktkTk
zW .  (28) 

Введем следующие обозначения: 

tkTk  10 2 ; 11 2 Tktk  ; 

tT  20 2 ; 21 2Tt  ; 

В итоге дискретная передаточная функция 

1
10

1
10)(










z

z
zW .     (29) 

Получим теперь разностное уравнение для этого запишем 

уравнение (29) для Z-изображения: 

)()(
1

10

1
10 zV

z

z
zY








 . 

Умножив на знаменатель в правой части, получим: 

)()()()( 1
10

1
10 zVzzYz   . 

Раскрыв скобки, получим, что 

1
10

1
10 )()()()(   zzVzVzzYzY . 

Переходя во временную область, имеем 

)1()()1()( 1010  iviviyiy  

или 
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)1()()1()(
0

1

0

0

0

1 













 iviviyiy . 

Обозначив через 

0

1
1




a ; 

0

0
0




b ; 

0

1
1




b , 

получаем разностное уравнение вида 

)1()()1()( 101  ivbivbiyaiy .   (30) 

 

11.3.3 Получение разностного уравнения по дифференци-

альному уравнению 

 

Получим разностное уравнение по его дифференциальному 

уравнению на примере апериодического звена первого порядка. 

)()(
)(

tvkty
dt

tyd
T  ,    (31) 

где T – постоянная времени; 

k – коэффициент передачи. 

Заменив в (31) дифференциал левой разностью и перейдя к 

аналогу дискретного времени, имеем, что 

)()(
)1()(

ivkiy
t

iyiy
T 




 

или 

)()1()()( ivtkiyTiytT   

откуда 

)()1()( 01 ivbiyaiy  ,    (32) 

где 
tT

T
a


1 ; 

tT

tk
b




0 . 
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11.3.4 Получение разностного уравнения на основе интегро-

дифференциального 

 

Получить разностное уравнение для ПИД-регулятора, опи-

сываемого интегро-дифференциальным уравнением вида: 











dt

tdE
TdttE

T
tEktU

t )(
)(

1
)()( Д

0И
Р ,  (33) 

где U(t) – управляющее воздействие; 

E(t) – ошибка рассогласования; 

kР – коэффициент передачи регулятора; 

TИ , TД – постоянные интегрирования и дифференцирования. 

Заменим в (33) интеграл суммой (18), а дифференциал левой 

разностью (19). Тогда, перейдя к дискретному времени, имеем, 

что 























 t

iEiE
TjE

T

t
iEkiU

i

j

)1()(
)()()( Д

1

0И
Р . (34) 

Запишем аналогичное выражение для момента времени i – 1 























 t

iEiE
TjE

T

t
iEkiU

i

j

)2()1(
)()1()1( Д

2

0И
Р  

и вычтем его из (34). В результате получим уравнение 

 

















)2()1(2)(

)1()1()()1()(

Д

И
Р

iEiEiE
t

T

iE
T

t
iEiEkiUiU

 

После преобразования получаем уравнение вида: 

)2(

)1(
2

1)(1)1()(

Д
Р

Д

И
Р

Д
Р
































iE
t

T
k

iE
t

T

T

t
kiE

t

T
kiUiU
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В итоге разностное уравнение ПИД-регулятора имеет вид: 

)2()1()()1()( 210  iEqiEqiEqiUiU ,  (35) 

где 











t

T
kq

Д
Р0 1 ; 














 1

2 Д

И
Р1

t

T

T

t
kq ; .

Д
Р2

t

T
kq


  

 

11.3.5 Получение разностного уравнения по структурной 

схеме САУ 

 

Получить разностное уравнение ЦСУ по структурной схеме 

САУ, приведенной на рисунке 3. 

 

 

Рисунок 3 – Структурная схема САУ 

Найдем передаточную функцию внутреннего контура 

kpTpTT

pkT

pT

k

pT

pT

k

pWI










2
2

21

2

12

1

1

1
1

1
)( . 

Изображение по Лапласу выходной переменной имеет вид 

)(*)(

2
2

21

2 pY
kpTpTT

pkT
pY




 

или 

)(*)()( 22
2

21 pYpkTkpTpTTpY   

Раскрыв скобки и перейдя во временную область, получим 

дифференциальное уравнение системы 
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dt

tdy
kTtky

dt

tdy
T

dt

tyd
TT

)(*
)(

)()(
222

2

21  .  (36) 

Заменив в (36) дифференциалы левыми разностями, получим 

dt

iyiy
kT

iky
t

iyiy
T

t

iyiyiy
TT

)1(*)(*

)(
)1()()2()1(2)(

2

2221














 

Умножив полученное уравнение на t 2 и приведя подобные 

члены, получим уравнение вида: 

   

)1(*)(*

)2()1()(

22

21221
2

221





iytkTiytkT

iyTTiytTTTiytktTTT
. 

Разделив на выражение при y(i), получим разностное урав-

нение ЦСУ: 

)1(*)(*)2()1()( 1021  iybiybiyaiyaiy ,  (37) 

где 





tTTT
a 221
1

2
; 


 21

2
TT

a ; 





tkT
b 2

0 ; 





tkT
b 2
1 ; 

2
221 tktTTT  . 

 

11.3.6 Получение алгоритма моделирования по структурной 

схеме САУ 

 

Получить разностное уравнение ЦСУ по структурной схеме 

САУ (рисунок 3) с использованием передаточных функций эле-

ментов системы. 

1. Получим разностные уравнения для динамических звень-

ев в прямой и обратной цепях: 

)(
1

)( 1
1

pE
pT

k
pY


 . 

Тогда уравнение в операторной форме определяется соот-

ношением 
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)()()( 11 pkEpYppYT  . 

В итоге дифференциальное уравнение имеет вид: 

)()(
)(

11 tkty
dt

tdy
T  . 

Заменив дифференциал левой разностью, после преобразо-

вания получаем разностное уравнение вида: 

)()1()( 10111 ibiyaiy  ,   (38) 

где 
tT

T
a




1

1
11 ; 

tT

tk
b






1
01 . 

Примечание: второй индекс в коэффициентах разностного 

уравнения определяет номер элемента системы. 

Для второго звена 

)(
1

)(
2

1 pY
pT

pY  , 

которое в операторной форме имеет вид 

)()(12 pYppYT  . 

Тогда имеем дифференциальное уравнение 

)(
)(1

2 ty
dt

tdy
T  . 

Заменив дифференциал левой разностью, получаем раз-

ностное уравнение вида 

)()1()( 0211 iybiyiy  ,    (39) 

где 
2

02
T

t
b


 . 

2. Получим уравнения связи, то есть разностные уравнения 

элементов сравнения: 

– для первого элемента сравнения 

)1()(*)(  iyiyi , 

так как сигнал обратной связи всегда берется в предыдущий мо-

мент времени; 
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– для второго элемента сравнения 

)1()()( 11  iyii . 

В итоге получаем следующий алгоритм моделирования раз-

ностных уравнений ЦСУ: 

)1()(*)(  iyiyi ; 

)1()()( 11  iyii ; 

)()1()( 10111 ibiyaiy  ; 

)()1()( 0211 iybiyiy  . 

 

11.4 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

1. Ознакомиться со способами построения дискретных пе-

редаточных функций и разностных уравнений, как элементов си-

стемы, так и ЦСУ в целом. 

2. Найти дискретную передаточную функцию W(z) по из-

вестной передаточной функции W(p), приведенной в таблице 1 и 

значениями коэффициентов из таблицы 2, используя метод под-

становок в соответствии с вариантом, заданным преподавателем. 

Таблица 1 – Непрерывные передаточные функции 

Номер W(p) Передаточная функция 

1 
)1(

)1(
)(

2

1
1






pTp

pTk
pW  

2 
)1()1(

)(
32

1
2




pTpT

pTk
pW  

3 
)1()1(

)(
21

3



pTpTp

k
pW  
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Продолжение таблицы 1 

Номер W(p) Передаточная функция 

4 
18,0

)1(
)(

2
22

2

1
4






pTpT

pTk
pW  

5 
)1()1(

)1(
)(

32

1
5






pTpT

pTkp
pW  

6 2
2

1
6

)1(

)1(
)(






pT

pTk
pW  

7 
)1(

)1(
)(

2
2

1
7






pTp

pTk
pW  

8 
)1()1(

)(
32

2
1

8



pTpT

pTk
pW  

 

Таблица 2 – Варианты задания 1 

№ 

варианта 

№ 

W(p) 

Вид 

подстановки 
Значения параметров 

t 
общая Тастина k T1 T2 T3 

1 1  + 2,3 5 3  0,2 

2 2 +  1,8 2 4 1,6 0,2 

3 5  + 1,5 10 5 6 0,5 

4 8 +  2 4 10 8 0,1 

5 6  + 2,4 3 2  0,1 

6 1 +  1,4 2 10  0,4 

7 7  + 0,8 4 15  0,5 

8 3 +  5 1 2  0,1 

9 4  + 3 2,4 3  0,2 

10 5 +  2,1 4 3 8 0,3 

11 2  + 4 0,1 5 8 0,1 

12 6 +  2,3 4 2  0,4 
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Продолжение таблицы 2 

№ 

варианта 

№ 

W(p) 

Вид 

подстановки 
Значения параметров 

t 
общая Тастина k T1 T2 T3 

13 8  + 0,6 4 5 9 0,8 

14 7 +  6 2,8 4  0,3 

15 3  + 4,8 5 10  0,8 

16 4 +  2 2 3,6  0,4 

 

3. Найти дискретную передаточную функцию W(z) методом 

подстановок и разностное уравнение системы, по структурной 

схеме САУ, приведенной в приложении Б в соответствии с вари-

антом, заданным преподавателем. Значения параметров переда-

точных функций приведены в таблице 3. 

Таблица 3 – Варианты задания 2 

№ 

вари-

анта 

№ 

схе-

мы 

Вид 

подстановки 
Значения параметров 

t 
общая Тастина T1 T2 T3 1 2 3 

1 1 +  2 5  0,4 1 0,2 0,2 

2 2  + 4 10  0,5 0,1  0,4 

3 3 +  1,4 2,4  1 0,3  0,1 

4 4  + 2 10  2,8 1,1  0,3 

5 5 +  5 4 10 1,1 1,2  0,2 

6 6  + 2,5 8  4,1 2,3  0,4 

7 7 +  4   0,8 0,2  0,1 

8 8  + 10 5 4 2,5 4,1  0,4 

9 1 +  4 2  1,6 1,8 0,5 0,5 

10 2  + 4 10  0,5 0,9  0,3 

11 3 +  8 3  5 0,6  0,2 

12 4  + 10 10  2,1 4,5  0,4 

13 5 +  7 6 10 3,5   0,3 

14 6  + 2 8  2,1   0,5 

15 7 +  1,8   0,4 0,1  0,1 

16 8  + 5 8 10 2 3  0,3 
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4. Построить алгоритм моделирования ЦСУ по структур-

ным схемам САУ, приведенным в приложении Б на основе пере-

даточных функций элементов системы в соответствии с вариан-

том, заданным преподавателем. Варианты задания 3 приведены в 

таблице 4. 

Таблица 4 – Варианты задания 3 

№ 

вари-

анта 

№ 

схе-

мы 

Вид 

подстановки 
Значения параметров 

t 
общая Тастина T1 T2 T3 1 2 3 

1 8  + 10 5 4 2,5 4,1  0,2 

2 7 +  1,8   0,4 0,1  0,2 

3 6  + 2,5 8  4,1 2,3  0,4 

4 5 +  5 4 10 1,1 1,2  0,3 

5 4  + 10 10  2,1 4,5  0,1 

6 3 +  1,4 2,4  1 0,3  0,3 

7 2  + 4 10  0,5 0,1  0,2 

8 1 +  4 2  1,6 1,8 0,5 0,5 

9 8  + 5 8 10 2 3  0,1 

10 7 +  4   0,8 0,2  0,1 

11 6  + 2 8  2,1   0,4 

12 5 +  7 6 10 3,5   0,8 

13 4  + 2 10  2,8 1,1  0,1 

14 3 +  8 3  5 0,6  0,5 

15 2  + 4 10  0,5 0,9  0,6 

16 1 +  2 5  0,4 1 0,2 0,2 

 

5. Оформить и защитить отчет по лабораторной работе. 

 

11.5 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Основное достоинство Z-преобразования. 

2. Что такое дискретная передаточная функция? 

3. Как определяется дискретная передаточная функция, ес-

ли известна весовая функция системы? 
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4. Назовите основной недостаток получения разностных 

уравнений системы по ее передаточной функции. 

5. На что влияет шаг дискретизации? 

6. Есть ли связь между порядками дифференциального и 

разностного уравнений? 



ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №12. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ 

ЦИФРОВЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

12.1 Цель работы 

 

Целью работы является: 

– изучение критериев устойчивости, применяемых для ис-

следования дискретных систем управления; 

– приобретение практических навыков по их использованию 

при анализе устойчивости дискретных систем автоматического 

управления (ДСАУ). 

 

12.2 Основные теоретические положения 

 

Основные определения устойчивости непрерывных систем 

справедливы и для дискретных систем с учетом некоторых осо-

бенностей. 

Основное условие устойчивости. Для устойчивости линей-

ной дискретной системы автоматического управления необходи-

мо и достаточно, чтобы все корни ее характеристического урав-

нения были по модулю меньше единицы, или (вторая формули-

ровка) находились внутри единичного круга на плоскости кор-

ней. 

Для исследования устойчивости без непосредственного ре-

шения дифференциального уравнения применяются критерии 

устойчивости. Все критерии устойчивости, которые используют-

ся для анализа устойчивости непрерывных систем, могут быть 

использованы для дискретных систем с учетом некоторых осо-

бенностей. 

 

12.2.1 Алгебраические критерии 

 

12.2.1.1 Необходимое условие устойчивости 

 

Для оценки устойчивости используется характеристическое 

уравнение дискретной системы автоматического управления, ко-
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торое представляет собой знаменатель дискретной передаточной 

функции 

0)( 1
1

10  


nn
nn azazazazF  .     (2.1) 

Для того чтобы все корни характеристического уравнения 

(2.1) были по модулю меньше 1, необходимо, чтобы при 00 a  

выполнялись неравенства 

0)1( F  и 0)1()1(  Fn        (2.2) 

12.2.1.2 Критерий Гурвица 

 

Критерий устойчивости Гурвица можно применять к дис-

кретным системам автоматического управления (ДСАУ) при вы-

полнении следующей подстановки: 

1

1






z

z
.     (2.3) 

Подставив (2.3) в (2.1), получим 

0

1

1
)1()(

1
1

10 


















nn
nn

n FF



.      (2.4) 

ДСАУ устойчива по критерию Гурвица, если при положи-

тельности коэффициентов преобразованного характеристическо-

го уравнения все n определителей Гурвица, составленные по 

определённой схеме, положительны. Если хотя бы один из опре-

делителей Гурвица отрицательный, то система неустойчива. 

Матрица, по которой определяются все n определителей 

Гурвица, имеет вид 
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n

n























000

00

0

0

31

420

531

321

   (2.5) 

 

Итак, для устойчивости ДСАУ необходимо, чтобы: 

011  ; 
20

31
2




 ; 0

0 31

420

531

3 







 ; …; 

01  n ; 01  nnn .    (2.6) 

 

12.2.1.3 Критерий Джури 

 

ДСАУ устойчива по критерию Джури, если при выполнении 

необходимого условия устойчивости все элементы первого 

столбца таблицы Джури, находящиеся в нечетных строках были 

положительны. 

Формирование таблицы Джури осуществляется следующим 

образом: 

– в первую строку таблицы записываются коэффициенты 

характеристического уравнения (2.1) начиная с 0a ; 

– во вторую строку таблицы записываются коэффициенты 

характеристического уравнения (2.1) в обратном порядке начиная 

с na ; 

– элементы третьей строки таблицы определяются следу-

ющим образом: из элемента первой строки вычитается соответ-

ствующий элемент второй строки, умноженный на отношение 

последних элементов двух верхних строк; 

– в четвертую строку записываются элементы третьей 

строки в обратном порядке; 
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– элементы пятой строки определяются аналогично эле-

ментам третьей строки, а элементы шестой – аналогично элемен-

там четвертой строки и т.д. 

Таблица Джури в общем виде представлена на рисунке 2.1. 

 
011 aC   112 aC   213 aC   … 21,1   nn aC  1,1  nn aC  nn aC 1,1  

naC 21  122  naC  223  naC  … 21,2 aC n   1,2 aC n   01,2 aC n   

0
031

a

a
aaC n

n  

0
1132

a

a
aaC n

n  

0
2233

a

a
aaC n

n  … 
0

221,3
a

a
aaC n

nn    

0
11,3

a

a
aaC n

nn     

nCС ,341   1,342  nCС  … … 321,4 CС n   31,4 CC n    

n

n

C

C
CCС

,4

,3
413151   

n

n

C

C
CCС

,4

,3
423252   … … 

n

n
nnn

C

C
CCС

,4

,3
1,41,31,5      

1,561  nCС  2,562  nCС  … … 511,6 CС n     

…       

  
Рисунок 2.1 – Таблица Джури 

 

12.2.2 Частотные критерии 

 

При исследовании ДСАУ в частотной области применяются 

два основных критерия: Михайлова и Гурвица. 

При использовании частотных критериев осуществляется 

переход от характеристического полинома к характеристическо-

му комплексу путем замены переменной  jez , где  . 

Так как годограф, построенный по характеристическому уравне-

нию ДСАУ симметричен относительно вещественной оси и пол-

ностью определяется своими значениями для 0 , поэтому 

достаточно строить и рассматривать поведение годографа при 

изменении аргумента от 0 до . 

При определении значений действительной и мнимой ча-

стей комплекса при 0  и при   получаем, что в том и дру-

гом случае мнимая часть равна 0. Значит, годограф всегда будет 

начинаться ( 0 ) и заканчиваться (  ) на действительной 

оси. 

 

12.2.2.1 Критерий Михайлова 

 

В основе данного критерия лежит принцип аргумента, кото-

рый формулируется следующим образом: если полином )(zF  
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имеет n  корней, лежащих внутри единичной окружности, то 

приращение аргумента характеристического комплекса при из-

менении   от 0 до  составляет n . 

ДСАУ устойчива по критерию Михайлова, если при изме-

нении частоты   от 0 до  годограф Михайлова повернётся в по-

ложительном направлении (против часовой стрелки), начиная с 

вещественной положительной полуоси на угол n, т. е. пройдет 

через 2n  четверти, где n  – порядок характеристического поли-

нома. 

Пример годографа Михайлова для устойчивой ДСАУ при-

веден на рисунке 2.2, а для неустойчивой ДСАУ 2-го порядка – 

на рисунке 2.3. 

 

Im

Re

==0

0

 
Рисунок 2.2 – Годограф Михайлова  

для устойчивой ДСАУ 2-го порядка 
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Im

Re=

=0

0

 
Рисунок 2.3 – Годограф Михайлова  

для неустойчивой ДСАУ 2-го порядка 

 

12.2.2.2 Критерий Найквиста 

 

Особенность критерия Найквиста состоит в том, что он оце-

нивает устойчивость системы по амплитудно-фазовой частотной 

характеристике её разомкнутой части, называемой годографом 

Найквиста. Критерий Найквиста применяется только для замкну-

тых систем. 

Для устойчивости ДСАУ необходимо и достаточно, чтобы 

годограф Найквиста при изменении частоты  от 0 до π не охва-

тывал точку с координатами (-1, j0). 

Отличительной особенностью применения критерия Найк-

виста для ДСАУ является то, что амплитудно-фазовая частотная 

характеристика (АФЧХ) заканчивается не в начале координат, а 

на действительной оси (рис. 2.4). 
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Im

Re=

=0

0

-1

 
Рисунок 2.4 – Годограф Найквиста для устойчивой ДСАУ 

 

12.3 Примеры определения устойчивости для ДСАУ 

 

12.3.1 Определение устойчивости по корням характери-

стического уравнения 

 

Исследовать устойчивость системы заданной дискретной 

передаточной функцией 

5,05

)1(5
)(

2 




zz

z
zW . 

Характеристическое уравнение ДСАУ имеет вид 

05,05 2  zz . Корни данного уравнения: jz 5,05,02,1  . 

Их модули  

.15,021  zz  

Следовательно, ДСАУ является устойчивой. 
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12.3.2 Необходимое условие устойчивости 

 

Определить устойчивость системы, заданной дискретным 

характеристическим уравнением 

2,05,03,2)( 23  zzzzF . 

Так как 010 a , определим значение характеристического 

уравнения при 1p . 

06,32,015,013,21)1( 23 F  

06,0)2,05,03,21)(1()1()1( 3  F  

Необходимое условие устойчивости не выполняется. Следо-

вательно, система неустойчива. 

 

12.3.3 Критерий Гурвица 

 

Определить устойчивость системы, заданной дискретным 

характеристическим уравнением 

08,046,01,0)( 23  zzzzF . 

Представим дискретное характеристическое уравнение в 

общем виде 

32
2

1
3

0)( azazazazF  , 

где 10 a ; 1,01 a ; 46,02 a ; 08,03 a . 

Выполнив подстановку (2.3), вычислим значения коэффи-

циентов 

72,032100  aaaa ; 

32,3)(3 21301  aaaa ; 

6,3)(3 21302  aaaa ; 

36,032103  aaaa . 

Вычислим определители Гурвица 

032,332,31  ; 

69,11
6,372,0

36,032,3
2  ; 
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02,4

36,032,30

06,372,0

036,032,3

3  . 

Так как все коэффициенты преобразованного уравнения 

больше 0 и все определители Гурвица больше 0, следовательно, 

ДСАУ устойчива. 

 

12.3.4 Критерий Джури 

Исследовать устойчивость ДСАУ, заданной характеристи-

ческим уравнением 

1,005,04,07,0)( 234  zzzzzF . 

Проверка необходимого условия устойчивости: 

– 010 a ; 

– 005,01,005,04,07,01)1( F ; 

– 035,1)1.005,04,07,01()1()1( 4  F . 

Необходимое условие устойчивости выполняется. 

Составляем таблицу Джури: 

 

1 -0,7 -0,4 0,05 0,1 

0,1 0,05 -0,4 -0,7 1 

0,99 -0,705 -0,36 0,12 

 0,12 -0,36 -0,705 0,99 

 0,975455 -0,66136 -0,27455 

  -0,27455 -0,66136 0,975455 

  0,898183 -0,84751 

   -0,84751 0,898183 

   0,098492 

     

Так как элементы первого столбца, находящиеся в нечетных 

строках положительны и выполняется необходимое условие 

устойчивости, следовательно, ДСАУ устойчива. 

 



198 

 

12.3.5 Критерий Михайлова 

 

Определить устойчивость системы, заданной дискретным 

характеристическим уравнением 

05,04,07,0)( 23  zzzzF .   (3.1) 

Заменив в выражении (3.1) z  на je  получим 

05,04,07,0)( 23   jjj eeejF .  (3.2) 

 С учетом того, что )sin()cos(  je j  находим выраже-

ния для вещественной и мнимой частей  









)sin(4,0)2sin(7,0)3sin()(

05,0)cos(4,0)2cos(7,0)3cos()(

V

U
. (3.3) 

 Построим годограф Михайлова. Результаты расчёта точек 

для построения графика приведены в таблице 3.1, а годограф 

Михайлова – на рисунке 3.1. 

Таблица 3.1 – Данные для построения годографа Михайлова 

 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,1 

U() -0,050 -0,050 -0,051 -0,053 -0,055 -0,057 -0,079 

V() 0 0,012 0,024 0,036 0,048 0,060 0,117 

 0,3 0,6 1 1,5 2 2,5  

U() -0,288 -0,761 -0,865 0,504 1,634 0,519 -1,250 

V() 0,270 0,096 -0,832 -1,475 -0,113 1,370 0,000 

 

ДСАУ неустойчива, так как годограф Михайлова начинает-

ся на отрицательной части вещественной полуоси. 
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Рисунок 3.1 – Годограф Михайлова 

 

12.3.6 Критерий Найквиста 

 

Определить устойчивость системы, заданной дискретной 

передаточной функцией разомкнутой части ДСАУ 

 

35,02,1

7,05,0
)(

2p





zz

z
zW .    (3.4) 

Заменив в выражении (3.4) z  на je  получим 

 

 

22

11

2p

)(5,0

))sin(2,1)2(sin(35,0)cos(2,1)2cos(

)sin(7,0)cos(5,0

35,02,1

7,05,0
)(






















j

j

j

j

ee

e
jW

jj

j

 (3.5) 

где 7,0)cos(1  ; )sin(1  ; 35,0)cos(2,1)2cos(2  ; 

)sin(2,1)2sin(2  . 



200 

 

 Выделим вещественную и мнимую части, умножив на ком-

плексно-сопряженный знаменатель 























2
2

2
2

2121

2
2

2
2

2121

)(5,0
)(

)(5,0
)(

Q

P

.   (3.6) 

Построим годограф Найквиста, то есть АФЧХ разомкнутой 

части ДСАУ. Результаты расчёта точек годографа Найквиста 

приведены в таблице 3.2. 

ДСАУ устойчива, так как годограф Найквиста (рис. 3.2) не 

охватывает точку (-1, j0). 

Таблица 3.2 – Данные для построения годографа Найквиста 

 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,1 

P() 5,67 5,66 5,63 5,58 5,52 5,44 4,82 

Q() 0 -0,27 -0,54 -0,80 -1,06 -1,31 -2,43 

 0,2 0,3 0,6 1 1,5 2  

P() 2,98 1,22 -0,99 -0,93 -0,49 -0,24 -0,06 

Q() -3,69 -3,77 -1,92 -0,46 0,03 0,10 0,00 

 

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Im

Re= =0

 
Рисунок 3.2 – Годограф Найквиста 
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12.4 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 

1. Ознакомиться с критериями устойчивости дискретных 

систем автоматического управления.. 

2. Найти дискретную передаточную функцию W(z) по 

структурной схеме САУ, приведенной в приложении А  

(табл. А.1) в соответствии с вариантом, заданным преподавате-

лем. Значения параметров передаточных функций приведены в 

таблице 4.1. 

Таблица 4.1 – Исходные данные для определения W(z) 

№ 

вари-

анта 

№ схе-

мы 

Значения параметров 

t 
T1 T2 T3 1 2 3 

1 1 2 5  0,4 1 0,2 0,2 

2 2 4 10  0,5 0,1  0,4 

3 3 1,4 2,4  1 0,3  0,1 

4 4 2 10  2,8 1,1  0,3 

5 5 5 4 10 1,1 1,2  0,2 

6 6 2,5 8  4,1 2,3  0,4 

7 7 4   0,8 0,2  0,1 

8 8 10 5 4 2,5 4,1  0,4 

9 1 4 2  1,6 1,8 0,5 0,5 

10 2 4 10  0,5 0,9  0,3 

11 3 8 3  5 0,6  0,2 

12 4 10 10  2,1 4,5  0,4 

13 5 7 6 10 3,5   0,3 

14 6 2 8  2,1   0,5 

15 7 1,8   0,4 0,1  0,1 

16 8 5 8 10 2 3  0,3 

3. Проверить необходимое условие устойчивости для за-

данной ДСУ. 

4. Определить устойчивость заданной ДСАУ по критериям 

Гурвица и Джури. 

5. Определить устойчивость заданной ДСАУ по критериям 

Михайлова и Найквиста. 
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6. Оформить и защитить отчет по лабораторной работе. 

 

12.5 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Сформулируйте условия устойчивости ДСАУ. 

2. Какие критерии применяются для оценки устойчивости 

ДСАУ? 

3. Что является необходимым условием устойчивости для 

ДСАУ? 

4. В чем отличие применения критерия Гурвица для 

ДСАУ? 

5. Сформулируйте критерий Джури. 

6. Каким образом формируется таблица для критерия Джу-

ри? 

7. В чем особенность применения критерия Михайлова для 

ДСАУ? 

8. Формулировка критерия Найквиста для ДСАУ. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Таблица А.1 – Структурные схемы САУ 

№ Структурная схема 

1 

 
 

 
 

2 

 
 

 
 

3 

 
 

 
 

4 

 
 Y*(p) 1 p+1

p(T1 p+1)

E(p) X1 (p)

2

T2 p

Y(p)

Y1 (p)

E1 (p)

 
 

 



204 

 

 

Продолжение таблицы А.1 

№ Структурная схема 

5 

 
 

 
 

6 

 
 

 
 

7 

 
 

 
 

8 
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Продолжение таблицы А.1 

Тип 

звена 

Переходная 

характеристика 

Весовая 

характеристика 

РДЗ 

  T
t

e
T

k
th


  

t

h(t)

k

T

0  

  T
t

e
T

k
t

T

k
t




2
)(  

t
(t)

0

-
k

T

 

ФЗ )()(1)( tTktkth   )()()( tktkt   
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t

h(t)

k

0  

t

(t)

0  

ЗЧЗ 

    tth 1  



t

h(t)

1

0  

    tt  

t

(t)

0



 

 

Таблица А.2 – Частотные характеристики типовых динамических звеньев 

Тип 

звена 

Частотные 

характеристики 

Логарифмические 

частотные характеристики 

УЗ kjW )( ; )lg(20)( kL   
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j

=0

k

=

 

kA )( ; 
0)(  ; 

kP )( ; 0)( Q  

lg()

L()

20lg(k)

 
 

lg()

()

 

АЗI 




jT

k
jW

1
)( ; 

j

=0

k

=

 

221

)(





T

k
A ; 

221lg20

)lg(20)(





T

kL
 

 

lg()

L()

20lg(k)

lg(1/T)

- 20 дБ/дек
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  Tarctg)( ; 

221
)(




T

k
P ; 

221
)(






T

kT
Q  

lg()lg(1/T)
()

- 45

- 90
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Продолжение таблицы А.2 

Тип 

звена 

Частотные 

характеристики 

Логарифмические 

частотные характеристики 

АЗII 




1
22

2 )1(
)(

jTT

k
jW ; 

j

=0

k

=

 

22
1

222
2 )1(

)(





TT

k
A ; 

22
2

1

1
arctg)(






T

T
; 

22
1

22
2

22
2

)1(

)1(
)(






TT

Tk
P ; 

22
4

22
3

1lg20

1lg20

)lg(20)(







T

T

kL

 

 

lg()

L()

20lg(k)

lg(1/T3)

- 20 дБ/дек

- 40
дБ

/дек

lg(1/T4)

 

lg()lg(1/T2)
()

- 90

- 180
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22
1

22
2

1

)1(
)(






TT

Tk
Q  

КБЗ 


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TjT

k
jW

2)1(
)(

22
; 

j

=0
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2222 4)1(lg20

)lg(20)(





TT

kL

 

lg()

L()
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lg(1/T)

- 40
дБ

/дек
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Продолжение таблицы А.2 

Тип 

звена 

Частотные 

характеристики 

Логарифмические 

частотные характеристики 

КБЗ 

222222 4)1(

)(





TT

k
A ; 

221

2
arctg)(






T

T
; 

222222

22

4)1(

)1(
)(






TT

Tk
P ; 

222222 4)1(

2
)(






TT

Tk
Q

 

lg()lg(1/T)
()

- 90

- 180
 

 

КНЗ 

221
)(




T

k
jW ; 

j

=0

k

=

 

221lg40

)lg(20)(





T

kL

 

 

lg()

L()

20lg(k)

lg(1/T)
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дБ

/дек

 



212 

 

221
)(




T

k
A ; 

0)(  ; 

221
)(




T

k
P ; 

0)( Q  

 

lg()lg(1/T)
()
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ИИЗ 




j

k
jW )( ; 




k
A )( ; 

2
)(


 ; 

)lg(40)lg(20)(  kL  

lg()

L()

- 20 дБ/дек

lg(С)= lg(k)  

Продолжение таблицы А.2 

Тип 

звена 

Частотные 

характеристики 

Логарифмические 

частотные характеристики 
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ИИЗ 
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=0
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


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



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


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
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2
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k
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Продолжение таблицы А.2 

Тип 

звена 

Частотные 

характеристики 

Логарифмические 

частотные характеристики 

ИЗ 

j

=0

kT

=

 
221)( 


 T

k
A ; 

)(arctg
2

)( 

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TkP )( ; 



k

Q )(  

lg()

L()

20lg(k)

lg(1/T)

- 20 дБ/дек

 

 

lg()lg(1/T)
()

- 45

- 90

 

ИДЗ  kjjW )( ; 
)lg(20)lg(20)(  kL  
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Продолжение таблицы А.2 

Тип 

звена 

Частотные 

характеристики 

Логарифмические 

частотные характеристики 

РДЗ 

j

=0

k

T

=

 

)(arctg
2

)( 


 T ; 
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




T

Tk
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




T

k
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lg()

L()
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+ 20 дБ/дек

lg(1/T)
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+ 45

+ 90

 

ФЗ )1()( TjkjW  ; 221lg20

)lg(20)(





T

kL

 

 



218 

 

j

=0

kT
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221)(  TkA ; 
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Продолжение таблицы А.2 

Тип 

звена 

Частотные 

характеристики 

Логарифмические 

частотные характеристики 

ЗЧЗ 

 jejW )( ; 

j

=0

=
1

-1

1

-1

 
1)( A ; 

 )( ; 

)cos()( P ; 

)sin()( Q  
 

0)( L  
 

lg()

L()

 
 

lg()
lg


2
()

- 90
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

Таблица Б.1 – Таблица h – функций (H = 0,000,45) 

tтабл 
Коэффициенты наклона Н 

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 

0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

0,2 0,064 0,067 0,070 0,073 0,076 0,079 0,083 0,086 0,089 0,092 

0,4 0,127 0,133 0,141 0,146 0,152 0,159 0,165 0,171 0,177 0,183 

0,6 0,189 0,198 0,208 0,217 0,227 0,236 0,246 0,255 0,264 0,274 

0,8 0,250 0,263 0,275 0,288 0,300 0,312 0,325 0,337 0,349 0,361 

1,0 0,310 0,325 0,341 0,356 0,371 0,386 0,402 0,417 0,432 0,447 

1,2 0,367 0,386 0,403 0,422 0,440 0,458 0,476 0,493 0,510 0,528 

1,4 0,422 0,443 0,464 0,485 0,506 0,526 0,546 0,566 0,586 0,606 

1,6 0,475 0,499 0,522 0,545 0,568 0,591 0,613 0,636 0,657 0,679 

1,8 0,525 0,551 0,577 0,602 0,627 0,652 0,674 0,700 0,724 0,747 

2,0 0,571 0,600 0,628 0,655 0,682 0,709 0,733 0,761 0,783 0,810 

2,2 0,615 0,645 0,675 0,705 0,734 0,762 0,789 0,816 0,842 0,867 

2,4 0,655 0,687 0,719 0,750 0,781 0,810 0,839 0,866 0,893 0,918 

2,6 0,692 0,726 0,758 0,791 0,823 0,854 0,883 0,911 0,938 0,964 

2,8 0,725 0,761 0,795 0,829 0,862 0,983 0,924 0,952 0,978 1,002 

3,0 0,755 0,792 0,828 0,863 0,895 0,928 0,958 0,986 1,013 1,038 

3,2 0,781 0,819 0,857 0,892 0,926 0,958 0,988 1,016 1,042 1,066 

3,4 0,804 0,844 0,882 0,918 0,952 0,984 1,014 1,041 1,066 1,087 

3,6 0,824 0,867 0,903 0,940 0,974 1,006 1,035 1,062 1,085 1,106 

3,8 0,842 0,883 0,922 0,958 0,993 1,024 1,052 1,078 1,100 1,119 
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4,0 0,856 0,898 0,937 0,974 1,008 1,038 1,066 1,090 1,110 1,127 

4,2 0,868 0,910 0,950 0,986 1,020 1,049 1,076 1,098 1,117 1,132 

4,4 0,878 0,920 0,960 0,996 1,029 1,057 1,082 1,103 1,120 1,132 

4,6 0,885 0,928 0,968 1,003 1,035 1,063 1,086 1,105 1,119 1,129 

4,8 0,891 0,934 0,973 1,009 1,040 1,066 1,088 1,104 1,117 1,124 

5,0 0,895 0,939 0,977 1,012 1,042 1,067 1,087 1,102 1,112 1,112 

6,0 0,903 0,945 0,981 1,013 1,036 1,054 1,065 1,069 1,068 1,062 

7,0 0,904 0,945 0,978 1,006 1,024 1,034 1,037 1,033 1,023 1,009 

8,0 0,911 0,951 0,983 1,007 1,020 1,024 1,021 1,011 0,998 0,9812 

9,0 0,925 0,966 0,996 1,016 1,025 1,025 1,017 1,006 0,992 0,978 

10,0 0,939 0,980 1,009 1,025 1,030 1,027 1,018 1,005 0,994 0,985 

11,0 0,946 0,988 1,015 1,028 1,030 1,024 1,013 1,002 0,993 0,990 

12,0 0,950 0,990 1,015 1,025 1,024 1,015 1,004 0,994 0,989 0,990 

13,0 0,950 0,980 1,012 1,010 1,015 1,004 0,993 0,986 0,984 0,989 

14,0 0,951 0,990 1,010 1,015 1,008 0,997 0,987 0,983 0,985 0,991 

15,0 0,956 0,993 1,012 1,014 1,006 0,995 0,987 0,986 0,991 0,998 

16,0 0,961 0,998 1,015 1,014 1,006 0,995 0,990 0,992 0,999 1,007 

17,0 0,965 1,001 1,016 1,014 1,005 0,996 0,993 0,998 1,006 1,011 

18,0 0,966 1,002 1,015 1,012 1,002 0,994 0,994 1,000 1,007 1,010 

19,0 0,966 1,002 1,013 1,008 0,998 0,992 0,994 1,001 1,006 1,006 

20,0 0,967 1,001 1,011 1,004 0,995 0,991 0,994 1,001 1,004 1,001 

Продолжение таблицы Б.1 

tтабл 
Коэффициенты наклона Н 

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 

21,0 0,968 1,002 1,010 1,003 0,994 0,991 0,996 1,002 1,003 0,999 

22,0 0,971 1,004 1,011 1,002 0,994 0,994 1,000 1,005 1,004 0,998 
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23,0 0,973 1,006 1,011 1,002 0,995 0,997 1,003 1,006 1,004 0,998 

24,0 0,975 1,006 1,010 1,001 0,995 0,998 1,005 1,006 1,002 0,998 

25,0 0,975 1,006 1,008 0,999 0,996 0,999 1,004 1,004 0,999 0,996 

26,0 0,975 1,005 1,006 0,997 0,994 0,999 1,003 1,001 0,996 0,996 

27,0 0,976 1,005 1,005 0,996 0,994 1,000 1,003 0,999 0,995 0,997 

28,0 0,977 1,006 1,005 0,996 0,996 1,001 1,003 0,999 0,996 0,999 

29,0 0,979 1,007 1,005 0,997 0,998 1,003 1,004 0,999 0,998 1,002 

30,0 0,980 1,007 1,004 0,997 0,999 1,004 1,003 0,999 0,999 1,003 

31,0 0,980 1,007 1,003 0,996 0,999 1,004 1,001 0,998 1,000 1,003 

Таблица Б.2 – Таблица h-функций (H = 0,501,00) 

tтабл 
Коэффициенты наклона Н 

0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 1,00 

0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

0,2 0,096 0,102 0,102 0,105 0,109 0,111 0,115 0,118 0,123 0,127 

0,4 0,190 0,203 0,203 0,208 0,217 0,222 0,228 0,241 0,241 0,247 

0,6 0,283 0,302 0,302 0,303 0,314 0,329 0,338 0,347 0,356 0,364 

0,8 0,375 0,396 0,396 0,410 0,421 0,433 0,445 0,457 0,468 0,482 

1,0 0,461 0,491 0,491 0,505 0,519 0,534 0,548 0,561 0,575 0,590 

1,2 0,545 0,579 0,579 0,596 0,612 0,628 0,644 0,659 0,675 0,688 

1,4 0,625 0,662 0,662 0,681 0,702 0,716 0,734 0,751 0,768 0,785 

1,6 0,700 0,741 0,741 0,760 0,780 0,798 0,817 0,834 0,851 0,869 

1,8 0,769 0,812 0,812 0,833 0,850 0,872 0,891 0,908 0,926 0,944 

2,0 0,831 0,878 0,878 0,899 0,919 0,938 0,957 0,974 0,991 1,008 

2,2 0,887 0,936 0,936 0,957 0,977 0,996 1,010 1,031 1,047 1,060 

2,4 0,940 0,988 0,988 1,008 1,028 1,045 1,062 1,078 1,092 1,106 

2,6 0,986 1,032 1,032 1,052 1,068 1,086 1,101 1,115 1,127 1,137 
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2,8 1,027 1,069 1,069 1,088 1,104 1,119 1,132 1,143 1,153 1,160 

3,0 1,061 1,100 1,100 1,116 1,131 1,143 1,154 1,162 1,169 1,174 

3,2 1,084 1,123 1,123 1,138 1,150 1,160 1,168 1,173 1,177 1,179 

3,4 1,109 1,141 1,141 1,153 1,162 1,169 1,174 1,177 1,177 1,176 

3,6 1,124 1,153 1,153 1,161 1,168 1,172 1,174 1,173 1,170 1,166 

3,8 1,135 1,157 1,157 1,164 1,168 1,169 1,167 1,164 1,158 1,152 

4,0 1,141 1,158 1,158 1,162 1,163 1,161 1,156 1,150 1,141 1,132 

4,2 1,143 1,154 1,154 1,155 1,153 1,148 1,141 1,131 1,120 1,109 

4,4 1,141 1,147 1,147 1,144 1,139 1,131 1,121 1,109 1,096 1,082 

4,6 1,135 1,136 1,136 1,131 1,123 1,112 1,100 1,086 1,071 1,056 

4,8 1,128 1,122 1,122 1,115 1,104 1,092 1,077 1,062 1,045 1,029 

5,0 1,117 1,107 1,107 1,097 1,084 1,069 1,053 1,037 1,019 1,003 

6,0 1,051 1,020 1,020 1,001 0,984 0,966 0,949 0,934 0,922 0,914 

7,0 0,992 0,957 0,957 0,941 0,927 0,917 0,911 0,909 0,911 0,917 

8,0 0,966 0,941 0,941 0,934 0,932 0,996 0,943 0,955 0,970 0,987 
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Продолжение таблицы Б.2 

tтабл 
Коэффициенты наклона Н 

0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 1,00 

9,0 0,968 0,961 0,961 0,967 0,976 0,990 1,006 1,023 1,038 1,051 

10,0 0,982 0,993 0,993 1,006 1,020 1,036 1,049 1,059 1,063 1,062 

11,0 0,993 1,014 1,014 1,027 1,039 1,047 1,048 1,044 1,034 1,021 

12,0 0,997 1,018 1,018 1,026 1,029 1,025 1,015 1,000 0,985 0,970 

13,0 0,997 1,012 1,012 1,012 1,005 0,993 0,979 0,965 0,955 0,952 

14,0 0,999 1,005 1,005 0,998 0,987 0,975 0,965 0,961 0,965 0,976 

15,0 1,005 1,002 1,002 0,993 0,983 0,977 0,978 0,987 1,001 1,018 

16,0 1,010 1,001 1,001 0,994 0,990 0,993 1,003 1,018 1,031 1,040 

17,0 1,012 1,000 1,000 0,996 0,999 1,008 1,021 1,030 1,032 1,026 

18,0 1,008 0,997 0,997 0,997 1,004 1,014 1,020 1,019 1,008 0,993 

19,0 1,001 0,993 0,993 0,997 1,004 1,009 1,006 0,995 0,981 0,970 

20,0 0,995 0,992 0,992 0,998 1,003 1,001 0,991 0,980 0,972 0,975 

21,0 0,993 0,996 0,996 1,001 1,002 0,996 0,986 0,982 0,987 1,001 

22,0 0,995 1,002 1,002 1,005 1,002 0,995 0,992 0,997 1,010 1,024 

23,0 0,997 1,007 1,007 1,007 1,002 0,997 1,001 1,011 1,022 1,025 

24,0 0,999 1,007 1,007 1,004 0,999 0,999 1,007 1,015 1,016 1,006 

25,0 1,000 1,004 1,004 0,999 0,996 1,000 1,007 1,008 0,998 0,984 

26,0 1,000 0,999 0,999 0,995 0,995 1,000 1,002 0,996 0,984 0,978 

27,0 1,001 0,997 0,997 0,994 0,997 1,001 0,998 0,989 0,984 0,991 

28,0 1,003 0,997 0,997 0,997 1,001 1,003 0,997 0,992 0,997 1,011 

29,0 1,004 0,998 0,998 1,001 1,005 1,003 0,998 1,000 1,011 1,021 

30,0 1,003 0,999 0,999 1,004 1,005 1,002 0,999 1,006 1,015 1,012 

31,0 1,002 1,000 1,000 1,004 1,002 0,998 1,000 1,007 1,006 0,994 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Таблица А.1 – Таблица Z-преобразований 
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Продолжение таблицы А.1 

№ x(t) X(p) x(i) X(z) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

Таблица Б.1 – Структурные схемы САУ 

№ Структурная схема 
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Продолжение таблицы Б.1 

№ Структурная схема 
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